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摘　要　将附有参数先验精度信息的平差问题扩展为参数约束平差 ,给出了参数约束平差法在数值计算上可以

统一自由网平差的新概念 ,不再考虑自由网平差中较为繁琐的基准条件 ,并用算例加以说明。
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Abstract　 The parameter adjustment with p rior accuracy is extended to parameter constraint adjustment, the

new concep tion that the parameter constraint adjustment can unify freedom network adjustments numerically is p ro2
posed. The trouble which are some datum condition equations dealing with freedom network is no longer consid2
ered. An examp le of trilateration network is given to illustrate the new idea.
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1　引言

随着计算机技术的高速发展 ,过去先求解观测

值平差值再计算待估量的条件平差方法已逐渐被淘

汰 ,现代大地测量中的参数估计更多的是采用参数

平差 (间接平差 )。参数平差的优点是将待估量直

接作为未知数 ,有一个观测值就建立一个观测方程 ,

易于建立规范的观测方程 ,通过解算法方程直接获

得待估参数的估值。参数平差方法可以分为两大

类 :自由网平差和附合网平差。自由网平差又包括 :

经典自由网平差、普通秩亏自由网平差、拟稳平差和

加权秩亏自由网平差 [ 1, 2 ]。与附合网平差不同的

是 ,自由网平差的特点是观测网的形状不因平差问

题的基准而变化。

解秩亏自由网平差问题时 ,一般需要知道平差

问题的基准条件 ,根据基准条件获得惟一解 [ 3～5 ]。

但是有的平差问题的基准条件过于复杂 ,很难建立

基准条件 ,如长距离高精度的 GPS基线处理存在大

量的未知参数 ,其中包括站坐标、载波相位模糊度、

卫星轨道参数、地球自转参数、天顶延迟参数等。对

于一个具有 25个站点的 GPS网 ,未知数的个数可

能多达 2 000多个 ,而且很多未知数之间具有较强

的相关性 ,法方程的稳定性较差 ,如果按经典的最小
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二乘法解算很难得到满意的结果。大多数平差问题

中 ,在建立观测方程时 ,需要对观测方程进行线性

化 ,必须知道这些未知数的近似值 (初值 ) ,这些初

始值一般也不是任意给出的 (除水准网外 ) ,有其一

定的精度范围 ,通常用方差表示。因此 ,可以说现代

平差问题已经没有“完全未知”的未知数了 ,在平差

过程中充分利用这些初始值的精度 ,有助于判别和

抵御粗差 ,提高解的数值稳定性 ,具有参数先验精度

信息的平差问题已有不少讨论和应用 [ 3～7 ]。本文将

其扩展为参数约束平差 ,并通过算例说明参数约束

平差在数值计算上可以统一自由网平差。

2　附条件的平差问题

2. 1　平差问题的基准条件
观测方程经过线性化后都可以表示为

V
n×1

= A
n×t

X
t×1

- L
n×1

, P
n×n

(1)

式中 V是观测值的改正数 , P是观测值的权阵 , X

是未知参数 , L为观测值减去计算值 ,计算值由参数

的近似值 (初值 )获得 , A为设计矩阵。

按最小二乘原理 V
T

PV =m in获得法方程 :

N
t×t

X
t×1

= U
t×1

(2)

其中 N =A
T

PA, U =A
T

PL ,当误差方程为列满秩时 ,

法方程为满秩 ,有惟一解 ;否则 N为秩亏阵 ,法方程

有无穷多解 ,但改正数 V永远满足最小二乘准则。

造成法方程秩亏的原因是因为在间接平差问题

中没有足够的起算数据。自由网平差的特点是在建

立观测方程时将所有待估参数 (包括所有测站的坐

标 )都作为未知数。一旦观测值个数确定、观测网

点数确定 ,法方程的维数也固定了。所有平差问题

都可以表示为附有条件的间接平差形式 :

V =AX - L , P

C PX X = 0
(3)

式中 , C为条件矩阵 , PX为正定矩阵 ,根据拉格朗日

条件极值法 ,其法方程为

A
T

PA PX C
T

C PX 0

X

K
=

A
T

PL

0
(4)

K为待定系数 ,其维数等于条件方程的个数。以水

准网为例说明具体平差问题的条件矩阵 C:

1)经典自由网平差 ( PX = E ) :固定一个 (第 i

个 )点的高程 ,此时有条件方程

C
1×t

= ei (5)

ei为 t维单位向量 ,其中第 i个元素为 1。

2)附合网平差 ( PX = E ) :如果以 m个点强制附

合 (高程不变 ) ,条件矩阵 C可以表示为

C
m ×t

= e1 e2 ⋯ em - 1 em
T

(6)

3)普通秩亏自由网平差 (最小范数解 , X
T
X =

m in ,重心不变 )

此时 C为对应的基准条件 G r ,且满足 G rA
T

=

0:

G r = 1 1 ⋯ 1 (7)

4)拟稳平差 (部分最小范数解 , X
T
2 X2 = m in,部

分重心不变 )

Gq = 0 0 ⋯ 0 1 1 ⋯ 1 (8)

5)加权秩亏自由网平差 (加权最小范数解 ,

X
T

PX X =m in )

G r PX X = 0 (9)

2. 2　一般解式及其转换
为了推导参数估值的协方差阵及实现不同平差

结果的相互转换 ,需要得到未知数估值的直接表达

式。如果条件方程中的系数阵 C满足 CA
T = 0,此

时 C = G,为秩亏自由网平差 ,求逆方法在一些文献

中已有推导 [ 2, 8 ]
,此处推导一般公式。令

N PX C
T

C PX O
=

D 11 D 12

D 21 D 22

(10)

有

N
t×t

D 11
t×t

+ PX
t×t

C
T

t×nc

D 21
nc×t

= E
t×t

(11a)

N
t×t

D 12
t×nc

+ PX
t×t

C
T

t×nc

D 22
nc×nc

= O
t×nc

(11b)

C
nc×t

PX
t×t

D 11
t×t

= O
nc×t

(11c)

C
nc×t

PX
t×t

D 12
t×nc

= E
nc×nc

(11d)

由式 (11c)左乘 PX C
T加式 (11a)得 :

(N
t×t

+ P X
t×t

C
T

t×nc

C
nc×t

PX
t×t

) D 11
t×t

+ PX
t×t

C
T

t×nc

D 21
nc×t

= E
t×t

(12)

由式 (11a) 左乘 C得 :

C
nc×t

N
t×t

D 11
t×t

+ C
nc×t

PX
t×t

C
T

t×nc

D 21
nc×t

= C
nc×t

(13)

因 C
nc×t

PX
t×t

C
T

t×nc

是 nc ×nc 满秩方阵 ,有凯来逆 ,由式

(13)解 D 21 :

D 21
nc×t

= ( C
nc×t

PX
t×t

C
T

t×nc

) - 1 ( C
nc×t

- C
nc×t

N
t×t

D 11
t×t

) (14)

将式 (14)代入式 (12)有

[ (N + PX C
T
C PX ) - PX C

T (CPX C
T ) - 1

CN ]D 11 =

　　E - PX C
T (C PX C

T ) - 1
C (15)

D 11 = [ (N + PX C
T
CPX ) - PX C

T (C PX C
T ) - 1

CN ]
- 1

[ E - PX C
T (CPX C

T ) - 1
C ] (16)

令 R =D 11 ,则未知数的解可简写为

X = RA
T

PL (17)

式 (17)为各类平差问题的通解 ,在平差计算时

只需要存储标准法方程系数阵 N ,未知数先验权阵

PX和条件系数阵 C,则可以由协方差传播律计算出

未知数的协因数阵 :
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QX = RN R (18)

当 C 等于 G ( GA
T

= 0 )时 ,由于 GA
T

= 0,

GA
T

PA = GN = 0,式 (17)变为

X = (N + PX G
T
G PX ) - 1

A
T

PL (19)

即加权秩亏自由网平差。若 C = G,且 PX = E,则为

普通秩亏自由网平差 (最小范数解 )。

有了各类平差问题的通用解式 ( 17 ) ,进行各类

平差问题的转换就比较容易 ,因为法方程系数阵在

所有平差方法中是相同的 ,不同之处只是未知数先

验权阵 PX和条件系数阵 C,用不同的 PX和 C代入

(17)即可获得相对应的解。

例如 ,已知普通秩亏自由网的平差结果 Xr、N、

G,现在需要将其转换到经典自由网平差的结果 Xc。

根据法方程 ,首先计算 :

A
T

PL =N X =N Xr (20)

将上式代入式 (17) :

Xc = [ (N + C
T
C ) - C

T (CC
T ) - 1

CN ]
- 1 ×

[ E - C
T (CC

T ) - 1
C ]N Xr (21)

计算协因数阵时只需将式 (18)中的 R取为

R = [ (N + C
T
C ) - C

T (CC
T ) - 1

CN ]
- 1 ×

[ E - C
T (CC

T ) - 1
C ] (22)

在计算平差值的精度时 ,必须知道单位权方差

σ2
,在自由网平差中 (除附合网外 ) ,一旦观测网形

和观测方案确定 ,单位权方差是惟一的 :

σ2 =
V

T
PV

n + nc - t
(23)

n为观测数 , t为未知数个数 , nc为条件个数。

自由网平差的基准问题实质上是一个坐标系问

题 ,一旦基准确定 ,该基准就决定了一个坐标系 ,因

此普通自由网平差结果与经典自由网平差结果还可

以通过坐标相似变换进行转换 ,与上述转换结果在

理论上是一致的。

3　参数约束平差

上节讨论的是自由网和强制附合网的平差模

型。除纯线性平差问题 (如水准网 ,各个测站的近

似高程可以是任意的 )外。大多数平差问题需要知

道坐标的近似值 ,而且在许多测量问题中坐标近似

值的概略精度是知道的 ,这些近似值或是先前多期

观测的结果 ,或是在起算数据的基础上用观测值推

算的 ,两种情况都可以获得近似值的概略精度。此

时可以按附有未知数先验精度的平差模型进行平

差 ,平差模型为

V =AδX - L , P

VX =δX, PX

(24)

PX为近似值的权阵 ,上式的最小二乘解 (V
T

PV +

δXT
PXδX =m in,与 TIKHONOV准则相似 [ 9 ] )为

δX = (A
T

PA + PX ) - 1
A

T
PL (25)

QδX = (N + PX ) - 1
N (N + PX ) - 1 (26)

考虑到 X = X0 +δX, X的权逆阵应为 [ 2 ]

QX = (N + PX ) - 1 (27)

具有先验精度的平差模型可以认为是各种平差

模型的近似处理方案 ,其结果取决于给定未知数不

同的权 ,一般为对角阵。未知参数的先验权 PX 由

观测值精度σ和参数的先验精度σX 决定 ,因此这

种权又称为参数约束 ,本文将具有先验精度信息的

平差问题扩展为参数约束平差。对未知数取较大的

权时 (此时 ,未知数的近似值精度较高 ) ,称为强约

束 ,反之为弱约束。在参数约束平差法中 ,为了在数

值上统一自由网平差 ,权的定义不一定按实际的近

似值精度赋权 ,针对自由网平差类型分为以下 5种

情况定权 :

1) 若代表基准点的未知数取较大的权 ,而其余

点的权足够小 ,此时的解对应经典自由网平差结果

(具有足够起算数据 ) ;

2) 若所有未知数取相同的权 ,并适当小于某一

参数时 ,其解与普通秩亏自由网平差的结果相近 ;

3) 对超过基准个数的未知数取较大的权时 ,其

结果对应于附合网平差 ;

4) 对超过基准个数的部分未知数取相同的较

小的权 ,且其它未知数的权取相对无穷小时 ,对应于

拟稳平差的结果 ;

5) 按实际的参数精度定义权 ,具有先验精度信

息的平差解。

实际上 ,先验信息的应用可以提供网平差的参

考基准 [ 5 ]
,因此可以认为 PX 实质上就是参数约束

平差的基准。需要注意的是 ,在用参数约束平差代

替普通秩亏自由网平差和拟稳平差时 ,权逆阵应采

用式 (26)计算 ,因为普通秩亏自由网平差和拟稳平

差不考虑重心点的绝对精度。参数约束平差形式上

与附有先验精度的参数平差相同 ,但参数约束有时

可以不根据实际的近似坐标精度进行约束 ,在处理

非病态问题时可以适当放宽。参数约束平差模型 ,

特别是在未知数较多、基准条件复杂的非线形平差

问题中具有较大的优势。它具有如下特点 :

1)可以解决自由网平差的秩亏问题 ;

2)在满秩情况下它可以解决法方程的病态问

题 ;

3)在自由网平差中 ,其解满足

∑PXδX≈ 0 (28)

4) 若某些参数近似精度较高 (强约束 ) ,具有

一定抗差能力。
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参数约束平差的关键是正确定义未知数的权矩

阵 ,为此 ,需要知道观测值的先验精度和参数的近似

精度 ,对于精度信息不太明确的参数宁可采用松约

束 ,即将其权定义为相对无穷小。无论采用何种平

差模型 ,如果是非线性的 ,近似坐标的选取应满足线

性化的精度 ,否则需要迭代处理 ,一旦近似坐标固

定 ,矩阵 N也就固定了。

4　参数约束平差法统一自由网平差算
例

以情况较为复杂的二维测边网为例 ,如图 1。

设 A、B两点的坐标为已知 ,其余点的近似坐标由观

测边长推算 ,见表 1。表 2为边长观测值 ,边长观测

精度约为 4 cm。考虑到经典自由网平差两点的已

知坐标和边长的一致性 ,观测边 1长度等于 AB两

点坐标的反算结果。

图 1　二维测边网

Fig. 1　2D side2observed network

表 1　测边网坐标 (单位 :m )

Tab. 1　Approx ima te coord ina tes of po in ts( un it:m )

点号
近似坐标

X Y
备注

A 40 049. 229 53 782. 790 已知
B 36 924. 728 61 027. 086 已知
C 40 843. 355 64 867. 962 ②GB 2C
D 47 943. 057 66 225. 723 ④HC2D
E 53 743. 150 61 003. 647 ⑤HD 2E
F 48 681. 405 55 018. 412 ⑥AG2F
G 43 767. 160 57 968. 596 ①AB 2G
H 48 580. 280 60 500. 369 ③GC2H

表 2　观测边长 (单位 :m )

Tab. 2　O bserved length of sides( un it: m )

边号 边长 边号 边长 边号 边长
1 7 889. 381
2 5 487. 073
3 7 228. 367
4 7 804. 560
5 7 838. 880

6 8 720. 162
7 5 598. 570
8 7 494. 881
9 7 493. 323

10 5 438. 382

11 5 731. 788
12 8 884. 587
13 5 760. 706
14 5 187. 342
15 5 483. 158

本算例有 15个观测方程 , 16个坐标未知数 ,无

论采用哪种平差 ,其法方程都是惟一的 ,首先计算出

法方程 N X =U ,自由网平差解为 X = (N + G
T
G ) - 1

U ,附合网按公式 (17)解算 ,参数约束平差解为 X =

(N + PX ) - 1
U。

1) 经典自由网 Xc

固定 A点近似坐标及观测边 1的方位角 ,方位

角由 A、B点反算 ,基准条件为 :

C = Gc = [ 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 - y1 + y2 x1 - x2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 ];

用参数约束平差法实现时 , PX取为 :

PX i
= (4 /0. 001) 2

, i = 1～4

PX i
= (4 /1000) 2

, i = 5～16

2) 普通秩亏自由网平差 Xr

C = G r = [ 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0

0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1

- y1 x1 - y2 x2 - y3 x3 - y4 x4 - y5 x5 - y6 x6 - y7 x7 - y8

x8 ];

用参数约束平差法实现时 , PX取为

PX i
= (4 /1000) 2

, i = 1～16

3) 拟稳平差 Xq

C = Gq = [ 1 0 1 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 1 0 1 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0

- y1 x1 - y2 x2 - y3 x3 - y4 x4 0 0 0 0 0 0 0 0 ];

用参数约束平差法实现时 , PX取为

PX i
= (4 /200) 2

, i = 1～8

PX i
= (4 /10000) 2

, i = 9～16

4) 附合网平差 Xe

设 A、B、D、E 4个点的坐标不变 ,此时附合网

的条件矩阵为 :

C = [ 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 ];

此时 , CA
T≠0按式 (17)计算坐标改正数。

用参数约束平差法实现时 , PX取为

PX i
= (4 /0. 001) 2

, i = 1～4, 7～10

PX i
= (4 /1000) 2

, i = 5～6, 11～16

以上 4种平差方法的坐标改正数见表 3, 4种平

差方法都可以用参数约束平差法实现 ,对应结果相

8
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同。

表 3　不同平差方法的坐标改正数 (单位 :m )

Tab. 3　The coord ina te correction s after d ifference adjust2
m en t m ethods( un it:m )

经典自由网
平差 Xc

秩亏自由网
平差 Xr

拟稳平差
Xq

附合网平差
Xe

δxA 0　　 - 0. 036 0 - 0. 035 4 0　　
δyB 0　　 0. 003 5 - 0. 011 8 0　　
δxB 0　　 0. 017 2 0. 022 3 0　　
δyB 0　　 0. 005 0 - 0. 008 3 0　　
δxC - 0. 035 0 0. 004 2 0. 011 7 0. 007 2
δyC 0. 013 9 - 0. 001 8 - 0. 017 5 - 0. 023 0
δxD - 0. 055 2 - 0. 007 0 0. 001 4 0　　
δyD 0. 117 9 0. 057 7 0. 037 6 0　　
δxE - 0. 002 5 0. 013 2 0. 018 4 0　　
δyE 0. 178 0 0. 080 6 0. 056 9 0　　
δxF - 0. 012 6 - 0. 036 4 - 0. 035 0 - 0. 032 4
δyF - 0. 124 4 - 0. 189 4 - 0. 210 0 - 0. 245 2
δxG 0. 031 0 0. 030 1 0. 033 3 0. 034 0
δyG 0. 015 8 - 0. 015 4 - 0. 032 9 - 0. 027 5
δxH 0. 001 1 0. 014 7 0. 019 5 0. 012 1
δyH 0. 123 2 0. 059 7 0. 039 2 0. 009 5

中误差σ 0. 043 0. 043 0. 043 0. 040

5　结论

具有先验信息的平差与参数约束平差 ,不同之

处在于 :前者应根据实际的参数精度定义权阵 ,而后

者的权阵可以根据平差类型任意定义 ,参数约束平

差的范畴更大一些。参数约束平差通过对未知数定

义适当的权 ,在数值上统一自由网平差和附合网平

差。松约束可以实现普通秩亏自由网平差 ;对代表

必要起算数据的基准点采用强约束可以实现经典自

由网平差。参数约束平差的效果是待估参数在最小

二乘的意义下围绕约束范围附近变化。由于这一特

性 ,参数约束平差在数值计算上可以解决测量平差

的基准问题 ,当具有强约束时 ,有较强的抗差和克服

病态问题的能力 ,其数学模型和数值计算也比较简

单。参数约束平差与 (广义 )阻尼最小二乘法、TIK2
HONOV准则形式上类似。在多数情况下 ,参数近

似值的先验概略精度是已知的 ,在平差时应顾及一

个物理观测过程的客观实际情况 ,纯数学上研究 PX

意义不大。
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