
　　
第 38卷　第 5期 测　绘　学　报 Vol. 38 , No . 5
　2009年 10月 Act a Geo da etic a et Carto graphic a Sinic a Oct . ,2009

文章编号 :100121595 (2009) 0520377206

地球的正常密度
郝晓光 , 胡小刚 , 刘根友 , 方　剑 , 柳林涛
中国科学院 测量与地球物理研究所 ,湖北 武汉 430077

The Di stribution of the Ea rth’s Normal Density
HAO Xiao gua ng , HU Xiao ga ng , LIU Genyou , FANG J ia n , LIU Lint ao

Institute of Geo de sy a nd Geophysic s , Chine se Aca demy of Science s , Wuhan 430077 , China

Abstra ct :In terms of level spheroid of the e arth gra vity a nd Ma cla urin2Pizzetti spheroid , a ccording to a serie s of

viewpoint s a nd co ntent s of p ara meter spheroid , la titudial density , qua si2i sopotential condition , approxima tio n lev2
el spheroid shown in a uthors’recent dec a de ye a r re se arche s , the concept of the e arth’s normal density is propo sed

to solve the Ea rth’s normal density distribution for Ea rth’s core spheroid2crust ma ntle spheroid la yer (CS2CMSL)

mo del.
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摘　要 :从地球重力学的水准椭球和麦克劳林—皮蔡奇椭球出发 ,根据作者近十几年研究发表的参数椭球、纬向密度、准

等位条件、似水准椭球等一系列观点和内容 ,提出“地球正常密度”概念 ,并求解出“地核椭球—壳幔椭球层”模式的地球

正常密度分布。
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1　为什么要建立地球正常密度概念

本文的“地球正常密度”概念是相对于地球重

力学研究地球密度问题而言的 ,或者说 ,是为了地

球重力学研究地球密度问题而建立的。在地球重

力学中 ,有 3个概念是大家都知道的 ,即 :“重力异

常”、“正常重力”以及“密度异常”。从逻辑上说 ,

“重力异常”概念是由“正常重力”概念定义的 ,但

“密度异常”这个概念却一直没有相应的“正常密

度”概念来支撑。另外 ,“重力异常”概念与“密度

异常”概念是相对应的 ,但与“正常重力”概念相对

应的“正常密度”概念却一直没有确定 ,这就使得

“地球的正常密度”在地球重力学中似乎是一个

“缺失”的概念。著名地球物理学家布伦 ( K. E.

Bullen)的《地球的密度》是一部重要的科学著

作[1 ] ,它告诉人们地球的密度实际应“是怎样的”

(实际分布) ,而本文“地球的正常密度”则试图尝

试一种新的思路去告诉人们地球的密度“理论应

是怎样的”(理论分布) 。

实际上 ,“地球正常密度”并不完全是新概念 ,

在地球重力学中 ,“地球正常重力”是水准椭球表

面的重力 ,而“地球正常密度”则对应水准椭球内

部的密度分布。著名地球重力学家莫里茨 ( H.

Moritz)指出 :“1980大地参考系统采用等位椭球

作为参照面 ,因此很自然地会提出这样一个问题 ,

即这一椭球所相应的物质分布构形。类似地 ,也

要求研究地球物质分布的异常 ,考虑重力场与地

球内部的密度分布之间不可分割的联系”。“水准

椭球内任何合理的物质分布是不知道的 ,但水准

椭球的非均匀、非平衡的物质分布是一定存在

的”[ 2 ]。这就是说 :“地球正常密度”目前是不知道

的 ,但“地球正常密度”是存在的。

2　有关地球正常密度的早期研究 :麦克劳

林—皮蔡奇椭球

　　对于一般的旋转椭球来说 ,匀质椭球表面的

重力位不是常数。也就是说 ,匀质椭球不是“等位

椭球”。水准椭球表面的重力位是常数 ,但其内部

的密度却又不是常数。这就是说 ,“等位椭球”不

是匀质椭球。能够兼顾二者的是麦克劳林 ( C.

MacLaurin)椭球。麦克劳林椭球是一种“匀质等

位椭球”,但麦克劳林椭球的匀质密度δm 不是任
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意的 ,而是与椭球旋转的角速度ω和长、短半轴

a、b构成以下的函数关系[3 ]

δm =
ω2 e′3

2πG[ (3 + e′2 ) arctan e′- 3e′]

e′2 =
a2 - b2

b2

(1)

将地球的角速度ω和长、短半轴 a、b代入上

式 ,可算得麦克劳林椭球的质量为地球质量的

1 . 287倍。麦克劳林求解出了匀质等位椭球 ,只是

麦克劳林椭球的质量 Mm 要比地球的质量 M大 ,

Mm = 1 . 287 M。1894 年 ,皮蔡奇 ( P. Pizzet ti)用

一层引力位为常数但密度为负数的单层椭球面包

裹在麦克劳林椭球上 ,成功地将麦克劳林椭球比

地球多的那部分质量抵消掉。这层“负质量”的面

密度μ是随纬度 B 变化的[223 ]。

μ=
M - Mm

4πa2 b
a2 cos2 B + b2 sin2 B (2)

根据司托克斯 ( G. G. Stokes)定理 ,计算水准

椭球表面的正常重力时 ,其内部的密度分布是可

以不知道的。然而 ,麦克劳林—皮蔡奇椭球表面

的重力完全等于水准椭球表面的正常重力 ,但其

密度分布是知道的。由于麦克劳林椭球是“匀质

等位椭球”,而皮蔡奇的椭球质面的引力位是处处

相等的 ,因此 ,麦克劳林—皮蔡奇椭球是一种“等

位椭球”,是一种密度分布为已知函数的水准椭

球。也就是说 ,麦克劳林—皮蔡奇椭球给出了一

种密度分布函数 ,其内部是匀质的 ,而表面是一层

“纬向分布”的“负密度”质面。显然 ,这种“正常密

度”在数学上是成功的 ,但却不符合地球的实际情

况。因为地球并不是由一个内椭球和一层外膜构

成的 ,密度也不可能是负数。但是 ,麦克劳林—皮

蔡奇椭球的“双层结构”给了我们有益的启示 :内

部是一个匀质椭球 ,外层密度则按“纬向分布”。

3　麦克劳林—皮蔡奇椭球的发展 :双层结

构的“参数椭球”

　　麦克劳林—皮蔡奇椭球的“双层结构”使我们

想到要去建立一个“双层结构”的旋转椭球 ,而且 ,

这个双层结构的外层不再是一个没有厚度的质面。

大家知道 ,球体的引力问题比较简单 ,但椭球

的引力问题则比较复杂 ,牛顿 ( I. Newton)用了几

个球体的比例方法 ,仅求出了匀质椭球表面上赤

道与极点的引力的比例。后来 ,经过麦克劳林

(C. MacLaurin) 、雅可比 ( K. G. J . J acobi) 、拉格朗

日 (J . L . Lagrange) 、拉普拉斯 ( P. S. Laplace) 、艾

复来 (J . Ivory)及恰勒 (M. Chasles)等人的研究 ,

才解决了匀质椭球的引力问题[4 ]。下面建立一个

“双层结构分层匀质的”旋转椭球来发展这项研

究。设两个大小相似的旋转椭球如图 1所示。

图 1　双层匀质椭球

Fig. 1　Twin2layer homogeneous spheroid

a、b为外椭球的长、短半轴 ; an、bn 为内椭球

的长、短半轴 ; an = na , bn = nb, 0 < n < 1 ; n为调整

界面的深度参数 ;δi 为内椭球的匀质密度 ;δe 为外

椭球层的匀质密度 ; M 为双层椭球的总质量。于

是 ,双层旋转椭球外表面的重力公式为[5 ]

g =
( P -ω2 ) 2 a4 cos2 B + Q2 b4 sin2 B

a2 cos2 B + b2 sin2 B
=

g ( B , n ,δe) (3)

P = 2πG
1 + e′2

e′3
3M - 4δeπa2 b

4πa2 bn3 arctan
nbe′

n2 b2 + c
-

nbe′ n2 b2 + c
n2 b2 e′2 + 1 + c

+δe arctan e′- e′
1 + e′2

Q = 4πG
1 + e′2

e′3
3 M - 4δeπa2 b

4πa2 bn3

nbe′
n2 b2 + c

-

arctan
nbe′

n2 b2 + c
+δe e′- arctan e′

c =
1
2

[ ( n2 a2 + n2 b2 -ρ2 ) 2 + 4 n2 a2 b2 (1 - n2 ) -

( n2 a2 + n2 b2 -ρ2 ) ]

式中 , B 为椭球外表面的纬度 ;ρ为向径。将

式 (3)与水准椭球表面重力的索米里安 ( C.

Somigliano)公式进行比较便不难看出[4 ] ,水准椭

球的重力仅仅是纬度 B 的函数 ,而“双层椭球”的

重力不仅是纬度 B 的函数 ,而且是界面深度参数

n和外密度参数δe 的函数 (由于双层椭球的总质

量 M 是不变的 ,所以δi 可由 n 和δe 来计算确

定) 。由于式 (3)含有深度参数 n和密度参数δe ,

这样就可以用来研究椭球内部的密度和界面深度

与椭球表面重力的关系 ,所以 ,将图 1 表示的“双
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层匀质椭球”称为“参数椭球”[5 ]。

“参数椭球”的建立使我们有可能对麦克劳

林—皮蔡奇椭球进行发展。麦克劳林—皮蔡奇椭

球的缺点是内体太大而外层太薄 ,不符合地球的

实际情况 ,而我们则可以利用公式 (3)中的界面深

度参数 n的变化 ,将椭球内的密度界面确定在地

球的核幔边界上。

4　一种近似的选择 :参数椭球的“准等位

条件”

　　麦克劳林—皮蔡奇椭球是一种“等位椭球”。

所以 ,要将“参数椭球”也加上“等位条件”。但是 ,

由于“参数椭球”的等位条件在数学上难以获得 ,

这里只能给出一种近似的选择 ,即采用极点和赤

道两点的等位条件 ,近似代替椭球表面的等位条

件 ,并将其称之为参数椭球表面重力位的“准等位

条件”。实际上 ,牛顿在研究匀质椭球的引力问题

时也是从极点和赤道这两点入手的。设参数椭球

表面的极点和赤道的重力位为 U P 和 U E ,令 U P =

U E ,则“准等位”的条件方程为[6 ]

2 ( KE - KP ) = PE a2 - QP b2 -ω2 a2 (4)

式中 ,

PE = 2πG
1 + e′2

e′3 n3 [ (δ0 -δe) (arctan e″a -
e″a

1 + e″2a
) +

n3δe (arctan e′- e′
1 + e′2

) ]

QP = 4πG
1 + e′2

e′3 n3 [ (δ0 -δe) ( e″b - arctan e″b) +

n3δe ( e′- arctan e′) ]

KE = 2πG
a2

e′n3 [ (δ0 -δe) arctan e″a + n3δearctan e′] ,

e″a =
nbe′

n2 b2 + ca

KP = 2πG
a2

e′n3 [ (δ0 -δe) arctan e″b + n3δearctan e′] ,

e″b =
nbe′

n2 b2 + cb

ca =
1
2

[ ( n2 a2 + n2 b2 - a2 ) 2 + 4 n2 a2 b2 (1 - n2 ) -

( n2 a2 + n2 b2 - a2 ) ]

cb =
1
2

[ ( n2 a2 + n2 b2 - b2 ) 2 + 4 n2 a2 b2 (1 - n2 ) -

( n2 a2 + n2 b2 - b2 ) ]

E′b = e″b - arctan e″b , E″a = arctan e″a -
e″a

1 + e″2a
,δ0 =

3 M
4πa2 b
为地球平均密度 ,

E′= e′- arctan e′, E″= arctan e′- e′
1 + e′2

,于是 ,

由式 (4)可得[6 ]

δe =

δ0 [2(arctan e″a - arctan e″b) -
E″a
e2 +

2 E′b
e′2

] +
ω2 e′n3

2πG

2(arctan e″a - arctan e″b) -
E″a
e2 +

2 E′b
e′2

+ n3 ( E″
e2 +

2 E′
e′2

)
=

δe ( n) (5)

式中 , e2 =
a2 - b2

a2 ; M 为地球质量 ; G为万有引力

常数 ;ω为地球自转角速度。

由式 (5)可见 ,参数椭球的“准等位条件”将密

度参数δe 和界面深度参数 n联系在了一起 ,减少

了参数选择的随意性。大家知道 ,水准椭球表面

重力是纬度的函数 ,而且从极点到赤道基本上可

近似为纬度的函数。所以 ,对于密度分布不同的

椭球来说 ,满足椭球表面的“准等位条件”,基本上

就能够近似满足椭球表面的等位条件。

5　准等位条件向等位条件趋近 :参数椭球

趋向麦克劳林椭球

　　由于参数椭球的总质量 M 是不变的 ,所以 ,

δi 可由 n和δe 来确定

δi n
3 +δe (1 - n3 ) =δ0 (6)

令 ,A ( n) =
n3 - 1

2(arctan e″a - arctan e″b) -
E″a
e2 +

2 E′b
e′2

+ n3 ( E″
e2 -

2 E′
e′2

)
,

则式 (5)可改写为

δi ( n) =
δ0

n3 +
A ( n)

n3 {δ0 [2 (arctan e″a - arctan e″b) -

E″a
e2 +

2 E′b
e′2

] +
ω2 e′n3

2πG
} (7)

由参数椭球的定义 (参见图 1)可知 ,当 n→1

时 ,椭球内的密度界面趋向参数椭球表面。如不

附加约束条件 ,当 n = 1 时 ,参数椭球的内密度参

数δi 退化成平均密度δ0 ,参数椭球退化成匀质椭

球。然而 ,若附加“准等位条件”,当 n→1时 ,参数

椭球的内密度δi 还会退化成平均密度δ0 吗 ? 当

然不会 ! 因为“准等位条件”是“等位条件”的近

似 ,而当 n→1时 ,“准等位条件”将无限趋近“等位

条件”。由于麦克劳林椭球是“匀质等位椭球”,所

以 ,附加“准等位条件”的参数椭球 ,当 n→1时 ,其

内密度δi 应该趋向麦克劳林椭球的密度δm ,而不

973
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是趋向匀质椭球的密度δ0。事实也正是如此 ,笔

者已从数学上严格地证明了这一过程[7 ] :

δi ( n→1) =δ0 + [δ0 (2 E′
e′2

-
E″
e2 ) +
ω2 e′
2πG

] A ( n→1)

A ( n→1) = 3[
2e′3

1 + e′2
(1 -

1
e2 +

1
e′2

) + 3 ( E″
e2 -

2 E′
e′2

) ] - 1

所以 ,

δi ( n→1) =
ω2 e′3

2πG[ (3 + e′2 ) arctan e′- 3e′]
=δm (8)

不难看出 ,式 (8)与式 (1)是完全相同的。这

就表明 ,附加“准等位条件”的参数椭球 ,当 n→1

(外壳无限变薄)时 ,其内椭球趋向麦克劳林椭球。

由于麦克劳林椭球是“等位椭球”,这就是说 ,当参

数椭球的界面深度参数 n→1时 ,“准等位条件”趋

向“等位条件”,这也同时说明了“准等位条件”与

“等位条件”的近似关系。

6　麦克劳林—皮蔡奇椭球的进一步发展 :

构建椭球的“纬向密度”函数

　　最早用于研究地球密度的地球重力学理论 ,

是克莱劳 (A . C. Clairaut )于 1743 年发表的平衡

形状理论。勒让德 (A . M. Legendre)和拉普拉斯

( P. S. Laplace)于 1825年根据这个理论得到了地

球内部的密度定律。此后 ,达尔文 ( G. H. Dar2
win) 、维歇特 ( E. Wiechert ) 、布拉德 ( E. C. Bull2
ard) 、布伦 ( K. E. Bullen) 分别于 1884 年、1897

年、1945年、1975年得到了类似的密度定律。但

是这些密度定律得到的都是地球的径向密度分布

δ=δ( r) ,而没有得到地球的纬向密度分布

δ =δ( B) 。

幸运的是 ,麦克劳林—皮蔡奇椭球是一种含

有“纬向密度”分布的双层结构椭球 :内部是一个

匀质椭球 ,外层是按密度“纬向分布”的椭球质面。

麦克劳林—皮蔡奇椭球的缺点是内体太大、外层

太薄 ,不符合地球的实际情况 ,但可以借鉴它的优

点、改正它的缺点 ,结合地球的实际情况 ,利用参

数椭球界面深度参数 n的变化 ,将椭球内的密度

界面确定在地球的核幔边界上。这样 ,笔者提出

的“双层椭球”的内部是一个匀质的“地核椭球”,

外部则是“纬向密度”分布的地幔与地壳合在一起

的“壳幔椭球层”,构成“地核椭球—壳幔椭球层”

的双层结构 ,参见图 2。

地球和地核的平均半径为 6 371 km和 3 473 km ,

地壳平均厚度为 33 km ,若将地壳并入地幔 ,则核

幔边界的深度参数 n为

a(1 - n) + b(1 - n) = 2 (6 371 - 3 473) ,

n = 0 . 544 872

图 2　“地核椭球—壳幔椭球层”的双层结构

Fig. 2 　Twin2layer st ructure of core spheroid2crust

mantle spheroid layer

由杰弗里斯—布伦地球密度模型[8 ] ,可算得

地壳加地幔的平均密度为δe = 4 . 658 g/ cm3 ,取地

球的平均密度为δ0 = 5 . 517 g/ cm3 ,则由公式 (6)

可知“地核椭球”的匀质密度为

δi =
1
n3 (δ0 -δe) +δe = 9 . 968 g/ cm3

这样 ,图 2“地核椭球—壳幔椭球层”的两个

参数就确定了 ,核幔边界的界面深度参数为 n =

0 . 544 872 ,“地核椭球”的匀质密度为 δi =

9 . 968 g/ cm3。下面按照皮蔡奇椭球面的纬向密

度函数μ( B)的形式来构建“壳幔椭球层”的纬向

密度函数δe ( B) 。

忽略皮蔡奇椭球面密度的负号 ,公式 (2)可改

化为

μ( B) =
M - Mm

4πa2 b
a2 co s2 B + b2 sin2 B =

μ2
Ecos2 B +μ2

P sin2 B

式中 ,μE 为皮蔡奇椭球面赤道点的密度值 ;μP 为

皮蔡奇椭球面极点的密度值。于是 ,按照μ( B)的

函数结构 ,“壳幔椭球层”纬向密度函数形式可类

似地表达为

δe ( B) = δ2
eEcos2 B +δ2eP sin2 B (9)

式中 ,δeE为“壳幔椭球层”赤道处的密度值 ;δeP为

“壳幔椭球层”极点处的密度值。

不难看出 ,式 (9)中的δeE和δeP为两个待定常

数 ,只要求出这两个待定常数 ,就得到了“壳幔椭

球层”纬向密度函数δe ( B) 。两个待定常数需要

两个方程来求解 ,正好应用椭球极点和赤道点的

“准等位条件”方程来联立求解。

采用水准椭球的极点重力与匀质地核椭球在
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极点的引力的差值为约束条件 ,则“壳幔椭球层”

的“极点重力纬向密度积分公式”为[9210 ]

γP - v iP = G∫τδe ( B) rcosψ
r3 dτ (10)

采用水准椭球的赤道重力与匀质地核椭球在

赤道的引力的差值为约束条件 ,则“壳幔椭球层”

的“赤道重力纬向密度积分公式”为

γE + aω2 - v iE = G∫τδe ( B) rcosψ
r3 dτ (11)

式中 ,γP 和γE 是 1980大地参考系统水准椭球极

点和赤道点的正常重力值 ; v iE与 v iP为匀质“地核

椭球”在“壳幔椭球层”外表面赤道点与极点处的

引力值。联立方程 (10)和方程 (11)求解δeE和δeP

的过程比较复杂 ,在此只列出结果 ,具体步骤请参

阅文献[9210 , 12 ]。

δe ( B) = 4 . 650 8522 cos2 B + 4 . 666 2292 sin2 B

(12)

这样 ,就获得了“准等位条件”下的“地核椭

球—壳幔椭球层”的正常密度分布方式。将麦克

劳林—皮蔡奇椭球与“地核椭球—壳幔椭球层”相

比 ,有以下相同与不同点 :

1 . 麦克劳林—皮蔡奇椭球与“地核椭球—壳

幔椭球层”,二者均为“双层结构”,都是内部为匀

质椭球 ,外部为“纬向密度”分布。

2 . 麦克劳林—皮蔡奇椭球的内椭球太大、外

层太薄 ,且为负密度 ,不符合地球的实际情况 ;“地

核椭球—壳幔椭球层”按照地核与壳幔混合体分

为两层 ,密度界面设在核幔边界处 ,内、外密度参

考“杰弗里斯—布伦地球密度模型”取值求解 ,比

较接近地球的实际情况[8 ]。

3 . 麦克劳林—皮蔡奇椭球的表面满足“等位

条件”,而“地核椭球—壳幔椭球层”的表面仅仅满

足极点和赤道的“准等位条件”,所以 ,麦克劳林—

皮蔡奇椭球是一种水准椭球 ,而“地核椭球—壳幔

椭球层”则是一种与水准椭球接近的“似水准椭

球”[11 ]。

7　非惟一性与惟一性 :“似水准椭球”的密

度分布与地球的正常密度

　　“地核椭球—壳幔椭球层”是一种与水准椭球

接近的“似水准椭球”,由式 (5)可知 ,“准等位条

件”将密度参数δe 和界面深度参数 n联系在了一

起 ,使式 (3)中的两个自由参数变成了一个自由参

数 ,削弱了“似水准椭球”密度分布方式的非惟一

性。然而 ,削弱“非惟一性”并不等于能消灭“非惟

一性”。对于水准椭球 (“似水准椭球”也是一样)

来说 ,同一种表面重力可以对应不同种内部密度

分布方式[12 ]。麦克劳林—皮蔡奇椭球表面的“负

密度”函数的存在 ,就充分说明了这种“非惟一

性”。

虽然水准椭球 (包括“似水准椭球”)的密度分

布是非惟一的 ,但是 ,这些非惟一的密度分布并不

能都符合地球的实际情况 (例如麦克劳林—皮蔡

奇椭球) 。因此 ,定义 :与地球实际情况较符合的

那种水准椭球 (似水准椭球)的密度分布 ,为“地球

正常密度”。

水准椭球 (似水准椭球)的密度分布是非惟一

的 ,“地核椭球—壳幔椭球层”(参见图 2)的密度

分布 ,是基本符合地球实际情况的、初步的和有待

不断完善的一种“地球正常密度”:

n = 0 . 544 872

δi = 9 . 968

δe ( B) = 4 . 650 8522 cos2 B + 4 . 666 2292 sin2 B

值得注意的是 ,在求解“地核椭球—壳幔椭球

层地球正常密度”时用到了“杰弗里斯—布伦地球

密度模型”中的有关资料 ,将“杰弗里斯—布伦模

型”与“地核椭球—壳幔椭球层模型”相比有以下

几点不同 :

1 . 杰弗里斯—布伦模型是由地震学的方法

得到的 ,主要用于地震学的研究 ,而地核椭球—壳

幔椭球层模型是由地球重力学的方法得到的 ,主

要用于地球重力学的研究。

2 . 杰弗里斯—布伦模型分了几十层 ,适用于

研究地球的内部结构 ,地核椭球—壳幔椭球层模

型是“双层结构”,适用于研究地球的整体物质

运动。

3 . 杰弗里斯—布伦模型是球型结构 ,不考虑

表面的“等位条件”,表面重力与地球正常重力相

去甚远 ,忽略了地球的几何特征和重力特征 ,地核

椭球—壳幔椭球层模型是椭球型结构 ,表面满足

与“等位条件”近似的“准等位条件”,表面重力接

近地球正常重力 ,满足了地球的几何特征和重力

特征。

相对于麦克劳林—皮蔡奇椭球和杰弗里斯—

布伦模型来说 ,地核椭球—壳幔椭球层模型吸取

了麦克劳林—皮蔡奇椭球符合地球几何特征和重

力特征的优点 ,也吸取了杰弗里斯—布伦模型符

合地核和壳幔分层的优点。但是 ,地核椭球—壳
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幔椭球层模型毕竟是非常初步的。地核椭球—壳

幔椭球层模型只有两层而不是多层 ,且表面只是

满足“准等位条件”而不是“等位条件”,这些都有

待在进一步的研究中不断发展。

“地球正常密度”概念的建立对认识和研究板

块运动的动力问题有实际意义[13214 ]。
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