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Abstract :After presentation of‘Latitudinal normal density hypotheses of Earth’and‘Latitude depended gravity

mode of Earth plate movement’, this paper by means of parametric ellipsoid concept , using the mathematic method

of deducing latitudinal normal Density function , assuming that Earth core having even density and Earth crust

pushed into Earth mantel , the latitudinal normal density function of mantle is given out , which satisfies the pole and

equator gravity condition. Therefore the latitudinal density anomaly of mantel would have theoretical bases.
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摘 　要 :继“地球纬向正常密度假说”和“板块运动纬向重力模式”的提出之后 ,以参数椭球为工

具 ,应用求解“地球纬向正常密度函数”的数学方法 ,在假设地核为匀质椭球和地壳并入地幔的

前提下 ,初步求解出满足极点与赤道重力条件的“地幔纬向正常密度函数”,从而使得“地幔纬

向密度异常”的提法在理论上获得了依据。
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1 　引　言

针对地幔物质流动的成因问题 ,笔者等按照

地球重力学的方法进行了持续的研究 ,并初步得

到了以下结果 :1998 年提出“纬向密度”概念 ,初

步求解出整体地球的“纬向正常密度函数”δ=

δ( B ) [1 ] ;2000 年提出“密度扁率”概念 ,进而提出

“纬向正常密度假说”[2 ] ;2001 年给出了山脉隆升

和盆地沉陷的“纬向密度异常”模型 ,进而提出板

块运动的“纬向重力模式”[3 ] ;2002 年修正了地球

纬向正常密度函数的系数[4 ] 。

“纬向正常密度假说”及“板块运动纬向重力

模式”的基本观点认为 :地幔的纬向正常密度是按

“地幔纬向正常密度函数”δe ( B ) 规则分布的 ;如

果地幔的纬向密度是正常分布的 ,其物质分布状

态在水平方向就是稳定的 ;而如果地幔的纬向密

度是异常分布的 ,其物质分布状态在水平方向就

是不稳定的 ,与δe ( B ) 不符的“地幔纬向密度异

常”Δδe 就会引起水平方向的“纬向重力”。纬向

重力总是把地幔物质从“地幔纬向密度异常高”

(Δδe > 0) 的地区推向“地幔纬向密度异常低”

(Δδe < 0) 的地区。在纬向重力的驱动下 ,地幔物

质沿水平方向发生迁移和调整 ,最终达到地幔纬

向密度的正常分布状态Δδe = 0。

板块运动纬向重力模式[3 ]将地壳圈物质的

垂直运动与地幔物质的水平运动结合在一起 ,这
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和地质学中的盆山耦合关系[5～7 ]所指出的地质

事实是基本一致的。“尽管地质学家们没有进一

步指出这种物质运动的驱动力 ,但是 ,指出地质实

践要求存在这类形式的物质运动本身 ,就为进一

步的探索指出了方向”[8 ] 。

地球重力学中的“重力异常”是相对“正常重

力”而言的。所以 ,用于研究板块运动动力问题的

地幔纬向密度异常Δδe 也应该是相对地幔纬向正

常密度δe ( B ) 而言的 ;也就是说 ,在求解Δδe 之

前 ,先应求解出δe ( B ) 。

2 　匀质地核椭球在赤道与极点的引力

地球和地核的平均半径为 6 371 km 和

3 473 km , a , b 为椭球的长、短半轴 ,若将地壳并

入地幔 ,则核幔边界的深度参数 n 可由下式确定

　
( a - an) + ( b - bn)

2
= 6 371 - 3 473

n = 0 . 544 872

(1)

设地幔的平均密度为δe = 4 . 658 g/ cm3 ,地球

平均密 δ0 = 5 . 517 g/ cm3 , 则由参数椭球理

论[9～11 ]可知 ,地核椭球的匀质密度为

δi =
1
n3 (δ0 - δe) +δe = 9 . 968 g/ cm3 (2)

作为参数椭球的内椭球 ,地核椭球在外椭球

表面的引力为

v i = [ ( P2
3 a4cos2 B + Q2

3 b4sin2 B ) /

( a2cos2 B + b2sin2 B ) ]
1
2 (3)

式中 , B 为大地纬度。

将δi = 9 . 968 和 n = 0 . 544 872 代入上式 ( P3

与 Q3 的表达式参见文献[11 ]) ,便可求得匀质地

核椭球在地球椭球赤道与极点处的引力分别为

v
赤
i = 286 . 549 965 cm/ s2

v
极
i = 287 . 963 478 cm/ s2

(4)

3 　地幔纬向正常密度函数

由纬向密度的定义可知 ,“地球纬向密度”为

某纬度“地表至地心向径的垂直平均密度”。文献

[4 ]求解出整体地球的“纬向正常密度函数”为

δ( B ) = δ2
Ecos2 B +δ2

Psin2 B

= 5 . 496 2472cos2 B + 5 . 539 8622sin2 B

(5)

式中 ,δE 和δP 为地球赤道与极点的纬向正常密

度。

同理 ,设“地幔纬向密度”为某纬度“壳幔边界

至核幔边界向径的垂直平均密度”,参照式 (5) ,则

地幔的纬向正常密度函数可表示为

δe ( B ) = δ′2
Ecos2 B +δ′2

Psin2 B (6)

式中的待定常数δE′与δP′为地幔的赤道与极点的

纬向正常密度。

为了求解式 (6) 中的待定常数δE′与δP′,设理

想的地幔模式为地核为匀质椭球、并将地壳并入

地幔之中 ,则有δi =δi ,δe =δe ( B ) 。

4 　地幔极点重力纬向密度积分公式

采用“极原点坐标系”(图 1) , r 为以南极点为

坐标原点的向径 ,ψ为极距 ,λ为经度 ,地球椭球面

方程 r0 和地核椭球面方程 r1 的表达式分别为

r0 =
2 b (1 + e′2) cos ψ

1 + e′2cos2 ψ

(
1 + e′2cos2 ψ

a2 ) r2
1 -

2cos ψ
b

r1 + (1 - n2) = 0

(7)

图 1 　极原点坐标系

Fig. 1 　Polar coordinate system

见图 1 ,地核椭球面方程 r1 有 2 个解

r1′( r1″) =

a2cosψ±a a2cos2 ψ- b2 (1 - n2) (1 + e′2cos2 ψ)

b(1 + e′2cos2 ψ)

(8)

过原点作直线与 r1 相切 ,以切点为界 , r1′为

r1 的上部 , r1″为 r1 的下部。因切点处 r1′= r1″,

故切线的极距ψ1 可由下式计算为

(1 + e′2 n2) cos2 ψ1 = 1 - n2

ψ1 = 33°06′14″
(9)

采用水准椭球的极点重力与匀质地核椭球在

极点的引力的差值γp - v
极
i 为约束条件 ,则理想
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地幔模式在地球椭球表面极点处的重力为

γp - v
极
i = G∫τδe

rcos ψ
r3 dτ

= G∫
2π

0
dλ∫

π
2

0
δecos ψsin ψdψ∫

r
0

r
1

d r (10)

参见图 1 ,以切点为界 ,则 r1′> r1″,式 (10) 可

改写为

γp - v
极
i

2πG
=∫

ψ
1

0
δecos ψsin ψdψ∫

r1″

0
d r +

　　　　　∫
ψ

1

0
δecos ψsin ψdψ∫

r
0

r1′
d r +

　　　　　∫
π
2

ψ
1

δecos ψsin ψdψ∫
r
0

0
d r

dτ = r2sin ψdλdψd r

(11)

为求积分之便 ,将纬度 B 转换成地心纬度的

余角θ,则式 (6) 可近似为

δe =δe (θ) =δE′sin2θ+δP′cos2θ

=δE′(sin2θ+κ′cos2θ) (12)

式中 ,κ′=δP′/δE′。

cos2θ=
( rcos ψ- b) 2

r2 + b2 - 2 rbcos ψ

sin2θ=
( rsin ψ) 2

r2 + b2 - 2 rbcos ψ

则

δe =δE′
(sin2ψ+κ′cos2ψ) r2 - (2 bκ′cosψ) r + b2κ′

r2 - (2 bcosψ) r + b2

=δE′δ1 (ψ, r) (13)

γp - v
极
i

2πG
=δE′{∫

ψ
1

0
cosψsinψdψ∫

r
1
″

0
δ1 (ψ, r) d r +

∫
ψ

1

0
cos ψsin ψdψ∫

r0

r
1
′
δ1 (ψ, r) d r +

∫
π
2

ψ
1

cos ψsin ψdψ∫
r

0

0
δ1 (ψ, r) d r} (14)

对式 (13) 求不定积分

δ极 (ψ, r) =∫δ1 (ψ, r) d r = (sin2 ψ+κ′cos2 ψ) r +

bsin2 ψ(1 - κ′) [cos ψln ( r2 -

2 brcos ψ+ b2) +
cos 2ψ
sin ψ·

arctan
r - bcos ψ

bsin ψ ] (15)

应用式 (15) ,式 (14) 变为

γp - v
极
i

2πG
= δE′{∫

ψ
1

0
cosψsin ψ[δ极 (ψ, r1″) -

δ极 (ψ,0) +δ极 (ψ, r0) -

δ极 (ψ, r1′) ]dψ+∫
π
2

ψ
1

cosψsin ψ·

[δ极 (ψ, r0) - δ极 (ψ,0) ]dψ} (16)

以上就是地幔的“极点重力纬向密度积分公

式”。

5 　地幔赤道重力纬向密度积分公式

地幔极点重力纬向密度积分公式 (16) 中有 2

个未知数δE′和κ′,所以我们还需求解地幔赤道

重力纬向密度积分公式。推导地幔赤道重力纬向

密度积分公式时 ,采用赤道原点坐标系 (图 2) , r

为以赤道点为坐标原点的向径 ,ψ为极距 ,λ为围

绕极轴的旋转角 ,地球椭球面方程 r0 和地核椭球

面方程 r1 的表达式分别为

r0 =
2 acos ψ

1 + e′2sin2 ψsin2λ

1 + e′2sin2 ψsin2λ
a2 r2

1 -
2cos ψ

a
r1 + (1 - n2) = 0

(17)

见图 2 ,地核椭球面方程 r1 有 2 个解

r1′( r1″) =

acosψ±a cos2 ψ- (1 - n2) (1 + e′2sin2 ψsin2λ)

1 + e′2sin2 ψsin2λ

(18)

由式 (17) 、式 (18) 可见 , r0 、r1′和 r1″随λ的变

化仅产生微小变化 ,故取λ为其变化值的中数λ,

sin2λ= sin2λ。

见图 2 , 过原点作直线与 r1 相切 , 切点处

r1′= r1″,切线极距ψ2 满足

n2 = sin2 ψ2 [1 + (1 - n2) e′2sin2λ] (19)

图 2 　赤道原点坐标系

Fig. 2 　Equator coordinate system
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　　地幔的赤道重力纬向密度积分公式采用水准

椭球的赤道重力与匀质地核椭球在赤道的引力的

差值为约束条件 ,其表达式为

γe + aω2 - v
赤
i = G∫τδe

rcosψ
r3 dτ =

G∫
π
2

0
δecosψsin ψdψ∫

2π

0
dλ∫

r
0

r1

d r

由于 r0 , r1′和 r1″中已不含变量λ,故上式可

改写为

γe + aω2 - v
赤
i

2πG
=∫

π
2

0
δecos ψsin ψdψ∫

r
0

r
1

d r

dτ = r2sin ψdλdψd r

(20)

参见图 2 ,以切点为界 ,则 r1′> r1″,故式 (20)

可改写为

γe + aω2 - v
赤
i

2πG
=∫

ψ
2

0
δecos ψsin ψdψ∫

r1″

0
d r +

∫
ψ

2

0
δecos ψsin ψdψ∫

r
0

r
1
′
d r +

∫
π
2

ψ
2

δecos ψsin ψdψ∫
r
0

0
d r (21)

为了确定λ,令δe =δ0 ,则式 (21) 变为

ge + aω2 - v
赤
i (δi = δ0)

2πG
=

　δ0 [∫
ψ

2

0
cos ψsin ψ( r1″+ r0 - r1′) dψ +

　∫
π
2

ψ
2

cos ψsin ψr0dψ] (22)

式中 ,δ0 为匀质椭球密度 , ge 为匀质椭球赤道重

力 , v
赤
i (δi =δ0) 为以δ0 为匀质密度的地核椭球

在赤道的引力 , 3 者均为已知常数。将式 (22) 与

式 (19) 联立 ,采用数值积分方法可算出 sin2 λ=

0 . 499 628 ,ψ2 = 32°58′19″。

在图 2 中 ,φ为地心纬度 ,故式 (12) 可改写为

δe (φ) =δE′(cos2 φ+κ′sin2 φ) (23)

δe =δE′
(κ′sin2 ψ+ cos2 ψ) r2 - (2 acosψ) r + a2

r2 - (2 acosψ) r + a2 =

δE′δ2 (ψ, r) (24)

γe + aω2 - v
赤
i

2πG
= δE′{∫

ψ
2

0
cosψsinψdψ·

∫
r
1
″

0
δ2 (ψ, r) d r +∫

ψ
2

0
cosψsinψdψ·

∫
r0

r
1
′
δ2 (ψ, r) d r +∫

π
2

ψ
2

cosψsinψdψ·

∫
r
0

0
δ2 (ψ, r) d r} (25)

对式 (24) 求不定积分

δ赤 (ψ, r) =∫δ2 (ψ, r) d r = (κ′sin2ψ+ cos2ψ) r +

asin2 ψ(κ′- 1) [cosψln ( r2 -

2 arcosψ+ a2) +
cos 2ψ
sin ψ ·

arctan
r - acosψ

asin ψ ] (26)

应用式 (26) ,则式 (25) 变为

γe + aω2 - v
赤
i

2πG
= δE′{∫

ψ
2

0
cosψsin ψ[δ赤 (ψ, r1″) -

δ赤 (ψ,0) +δ赤 (ψ, r0) -

δ赤 (ψ, r1′) ]dψ+∫
π
2

ψ
2

cosψsinψ·

[δ赤 (ψ, r0) - δ赤 (ψ,0) ]dψ}

(27)

以上就是地幔的赤道重力纬向密度积分公

式。

6 　求解待定常数

为行文之便 ,将地幔极点重力纬向密度积分

公式 (16) 和地幔赤道重力纬向密度积分公式 (27)

表达为

γp - v
极
i

2πG
=δE′f 极 (κ′)

γe + aω2 - v
赤
i

2πG
=δE′f 赤 (κ′)

(28)

消去δE′后可得

γp - v
极
i

γe + aω2 - v
赤
i

=
f 极 (κ′)

f 赤 (κ′)
(29)

式中只有一个未知数κ′,故可采用数值积分方法

计算得κ′= 1 . 003 306 39 ,代入式 (28) 可算得δE′

= 4 . 650 852 及δP′=κ′δE′= 4 . 666 229 g/ cm3 。

于是 ,由式 (23) 和式 (6) ,“地幔纬向正常密度函

数”为

δe (φ) = 4 . 650 852cos2 φ+ 4 . 666 229sin2 φ (30)

δe ( B ) = 】4 . 650 8522cos2 B + 4 . 666 2292sin2 B〈

(31)

数值验算表明 ,以上 2 式差别不大。在求解

待定常数的计算过程中 ,常数 a , b ,ω,γp ,γe 采用

1980 大地参考系统的数值 , v
赤
i 与 v

极
i 的数值由

式 (4) 给出。
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7 　讨　论

在得到地幔纬向正常密度的分布函数δe ( B )

之后 ,如果能够直接测量到地幔实际纬向密度 ,便

可由“‘异常’=‘实际’-‘正常’”的关系 ,得到可

能用于定量研究板块运动动力问题的地幔纬向密

度异常Δδe。但是 ,由纬向密度定义可知 ,地幔实

际纬向密度是某纬度壳幔边界至核幔边界向径的

垂直平均密度。由于地表以下的垂直平均密度无

法直接测量 ,所以纬向密度不是一个“直接量”、而

是一个“间接量”。然而 ,在地球重力学中 ,大地水

准面差距由可直接测量的重力间接解算出来的。

重力求解大地水准面差距的“布隆斯公式”是由德

国的天文学家布隆斯 ( H. Bruns) 于 1878 年建立

的。借鉴重力求解大地水准面异常的思路 ,进一

步的工作应推导出重力求解地幔纬向密度及纬向

密度异常的数学公式 ,并对重力反演的不适定性

进行约束 ,从而使得地球重力学对板块运动动力

问题的定量研究成为可能。
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中国科协所属全国性学会、协会、研究会主办的学术期刊编辑部和三名同行专家个人推荐 ,刊物主办学

会组织专家对推荐的论文进行初审后上报中国科协 ,经中国科协期刊优秀学术论文专家评审委员会无

记名投票评选和中国科协学术交流工作委员会审定后评选出的。首届中国科协期刊优秀学术论文共评

选出 99 篇 ,并在中国科协网上进行了 14 天的公示。

根据中国科协的精神 ,中国测绘学会和《测绘学报》编辑部组织有关专家对 1998 年～2002 年《测绘

学报》刊出的论文进行了认真的评审 ,最后评选出 1998 年第 1 期刊出的 ,陈俊勇、刘经南等人撰写的

“分布式广域差分 GPS 实时定位系统”一文 ,作为中国测绘学会优秀学术论文上报中国科协。经中国科

协评选、审定等程序 ,该篇论文荣获第一届中国科协期刊优秀学术论文奖。

今年 2 月 10 日召开的中国科协六届四次全委会议的闭幕式上颁发了“第一届中国科协学术期刊优

秀学术论文奖”,并对刊物主办学会和学报编辑部颁发了荣誉证书。
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