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地球纬向正常密度函数系数的修正
X
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(中国科学院测量与地球物理研究所动力大地测量学重点实验室 ,武汉　430077)

摘　要　在求解地球纬向正常密度函数的过程中 ,改进了积分变换方法 ,重新推导了水准椭球的极点重力纬向密

度积分公式和赤道重力纬向密度积分公式 ,并对这两个积分公式进行了解算 ,其结果修正了地球纬向正常密度函

数中的系数。
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MODIFICATION OF COEFFICIENT OF THE EARTH
LATITUDINAL NORMAL DENSITY FUNCTION

Hao Xiaoguang and Liu Genyou

( KeyLaboratory of Dynamical Geodesy, IGG, CAS, Wuhan　430077)

Abstract 　Having improved the method of integral transformation for establishing the function of the earth latitudinal

normal density , this paper modifies the coefficients of the earth latitudinal normal density function.
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1　引言

最早用于研究地球密度的地球重力学理论 ,是

克莱劳 (A. C. Clairaut)于 1743年发表的平衡形状理

论。勒让德 ( A. M. Legendre ) 和拉普拉斯 ( P. S.

Laplace)于 1825年根据这个理论得到了地球内部的

密度定律。此后 ,达尔文 ( G. H. Darwin)于 1884 年、

维歇特 ( E. Wiechert ) 于 1897 年、布拉德 ( E. C.

Bullard)于 1945 年、布伦 ( K. E. Bullen)于 1975 年分

别得到了类似的密度定律。但是这些密度定律得到

的都是地球的径向密度分布 ¦Ä = ¦Ä( r) ,而没有得到

地球的纬向密度分布 ¦Ä= ¦Ä( B) ,使得地球重力学在

研究地球纬向密度方面出现了空白。

研究地球的纬向密度分布对认识地球物质的纬

向迁移有重要意义。对于研究和探讨大陆漂移及板

块运动的动力问题来说 ,地球物质的纬向分布和纬

向迁移比起地球物质的径向分布和径向迁移具有更

直接的联系。

针对地球物质的纬向分布问题 ,作者按照地球

重力学的方法进行了持续的研究 ,并初步得到了以

下结果 :1996年研究了匀质椭球与水准椭球的重力

差别 ,进而提出了水准椭球的密度分布与纬度密切
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相关的设想 [ 1 ] ;1998年提出了地球的“纬向密度”概

念 ,初步求解出整体地球的“纬向正常密度函数”¦Ä

=¦Ä( B) [ 2 ] ;2000年提出了地球的“密度扁率”概念 ,

进而提出了地球“纬向正常密度假说”[ 3 ] ; 2001年给

出了山脉隆升和盆地沉陷的“纬向密度异常”模型 ,

进而提出了板块运动的“纬向重力模式”[ 4 ]。

文献[ 2 ]和文献[ 3 ]给出了地球纬向正常密度函

数 ¦Ä=¦Ä( B) ,但是 ,作者在计算该函数中的系数 ¦ÄE

和¦ÄP时 ,由于对积分变换方法考虑不周 ,因而导致

了较大的数值偏差。本文改进了求解地球纬向正常

密度函数的积分变换方法 ,对 ¦ÄE和 ¦ÄP的数值进行

了修正。

2　纬向正常密度的函数形式

由纬向密度的定义可知 ,“地球纬向密度”为某

纬度“地表至地心向径的垂直平均密度”。文献[ 2 ]、

[ 3 ]给出的地球纬向正常密度的函数形式为 :

¦Ä( B) = ¦Ä2
Ecos2 B +¦Ä2

Psin2 B (1)

式中的系数¦ÄE、¦ÄP为待定常数 ,是地球赤道、极点的

纬向正常密度。

3　极点重力纬向密度积分公式

推导极点重力纬向密度积分公式时 ,采用“极原

点坐标系”(见图 1) , r 为以南极点为坐标原点的向

径 ,¦×为极距 ,¦Ë为经度。地球椭球面方程 r0 的表

达式为 :

r2
0sin2¦×

a2 +
( r0cos¦× - b) 2

b2 = 1 , 　e¡ä2 =
a2 - b2

b2 ,

r0 =
2 b(1 + e¡ä2) cos¦×

1 + e¡ä2cos2¦×
(2)

图 1　极原点坐标系

Fig. 1　Coordinate system with polar origin

采用水准椭球的极点重力为约束条件 ,极点重

力纬向密度积分公式为 :

¦ÃP = G∫¦Ó¦Ä rcos¦×
r3 d¦Ó = G∫

2π

0
d¦Ë∫
π
2

0
cos¦×sin¦×d¦×∫

r0

0
¦Äd r

(3)

式中 d¦Ó= r2sin¦×d¦Ëd¦×d r。

为求积分之便 ,将由纬度表达的纬向正常密度

函数 ¦Ä=¦Ä( B)转换成由地心纬度余角 ¦È来表达 ,则

(1)式可近似为 :

¦Ä=¦Ä(¦È) =¦ÄEsin2¦È+¦ÄPcos2¦È (4)

若令 ¦Ê=¦ÄP/ ¦ÄE ,则上式变为 :

¦Ä(¦È) =¦ÄE (sin2¦È+¦Êcos2¦È) (5)

在第一象限中 (见图 1) ,由正弦定理可得 :

r/ sin (π- ¦È) = b/ sin (¦È- ¦×) (6)

由下列函数关系 :

sin (¦È- ¦×) = sin¦Ècos¦× - cos¦Èsin¦× ,

cos2¦È= 1/ (1 + tan2¦È)

(6)式可变为

cos2¦È=
( rcos¦× - b) 2

r2 + b2 - 2 rbcos¦×

sin2¦È=
( rsin¦×) 2

r2 + b2 - 2 rbcos¦×

(7)

将式 (7)代入式 (5)可得 :

¦Ä =¦ÄE
(sin2¦× +¦Êcos2¦×) r2 - (2 bκcos¦×) r + b2¦Ê

r2 - (2 bcos¦×) r + b2

=¦ÄE¦Ä1 (¦× , r) (8)

虽然¦È的定义在图 1椭圆中的Ⅰ象限为顺时针

向 , Ⅳ象限为逆时针向 ,但是不难证明 , (8)式同时适

用于这两个象限 ,这就使得以下积分无需分南、北半

椭球进行。将 (8)式代入 (3)式可得 :

¦ÃP = 2πG¦ÄE∫
π
2

0
cos¦×sin¦×d¦×∫

r0

0
¦Ä1 (¦× , r) d r (9)

求不定积分 :

¦Ä极 (¦× , r) =∫¦Ä1 (¦× , r) d r = (sin2¦× + ¦Êcos2¦×) r +

bsin2¦× (1 - ¦Ê) ×[ cos¦×ln ( r2 - 2 brcos¦× + b2) +

cos2¦×
sin¦× arctan

r - bcos¦×
bsin¦× ] (10)

应用上式 ,则 (9)式变为

¦ÃP = 2πG¦ÄE∫
π
2

0
cos¦×sin¦×[¦Ä极 (¦× , r0) - ¦Ä极 (¦× ,0) ] d¦×

(11)

以上就是地球极点重力纬向密度积分公式 ,式中 r0

由 (2)式给出。

4　赤道重力纬向密度积分公式

推导赤道重力纬向密度积分公式时 ,采用“赤道

原点坐标系”(见图 2) , r 为以赤道点为坐标原点的

向径 ,¦×为极距 ,¦Ë为广义经度。地球椭球面方程 r¡ä0
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的表达式为 :

r¡ä20 sin2¦×cos2¦Ë+ ( r¡ä0cos¦× - a) 2

a2 +
r¡ä20 sin2¦×sin2¦Ë

b2 = 1

r¡ä0 =
2 acos¦×

1 + e¡ä2sin2¦×sin2¦Ë
(12)

采用水准椭球的赤道重力 ¦Ãe为约束条件 ,赤道

重力纬向密度积分公式为 :

¦Ãe + a¦Ø2 = G∫¦Ó¦Ä rcos¦×
r3 d¦Ó

= G∫
π
2

0
¦Äcos¦×sin¦×d¦×∫

2¦Ð

0
d¦Ë∫

r
¡ä
0

0
d r (13)

式中 d¦Ó= r2sin¦×d¦Ëd¦×d r。

图 2　赤道原点坐标系

Fig. 2　Coordinate system with equatorial origin

由 (12)式可见 , r¡ä0 随 ¦Ë的变化仅产生微小变

化 ,故取 ¦Ë为其变化值的中数 �¦Ë,则

r¡ä0 =
2 acos¦×

1 + e¡ä2sin2 �¦Ësin2¦×
(14)

为了确定 �¦Ë,令 ¦Ä=¦Ä0 ,则由 (13)式可得 :

ge + a¦Ø2 = 2πG¦Ä0∫
π
2

0
cos¦×sin¦× 2 acos¦×

1 + e¡ä2sin2 �¦Ësin2¦×
d¦×

(15)

式中 ,¦Ä0为匀质椭球密度 , ge为匀质椭球赤道重力 ,

二者均为已知常数。故由上式用数值积分可算出

sin2 �¦Ë = 0. 499 52、�¦Ë = 44. 972 498¡ã,则 (14)式变为 :

r¡ä0 =
2 acos¦×

1 + 0. 499 52 e¡ä2sin2¦×
(16)

由于上式中已不含 ¦Ë,故 (13)式可改写为 :

¦Ãe + a¦Ø2 = 2πG∫
π
2

0
cos¦×sin¦×d¦×∫

r
¡ä
0

0
¦Äd r (17)

在图 2中 ,¦Õ为地心纬度 ,故 (5)式可改写为 :

¦Ä=¦Ä(¦Õ) =¦ÄE (cos2¦Õ+¦Êsin2¦Õ) (18)

在第二象限中 (见图 2) ,由正弦定理可得 :

r/ sin (π- ¦Õ) = a/ sin (¦Õ- ¦×) (19)

对照 (7)式可得 :

cos2¦Õ=
( rcos¦× - a) 2

r2 + a2 - 2 racos¦×

sin2¦Õ=
( rsin¦×) 2

r2 + a2 - 2 racos¦×

(20)

将上式代入 (18)式可得 :

¦Ä =¦ÄE
(¦Êsin2¦× + cos2¦×) r2 - (2 acos¦×) r + a2

r2 - (2 acos¦×) r + a2

=¦ÄE¦Ä2 (¦× , r) (21)

虽然 ¦Õ的定义在图 2椭圆中的Ⅱ象限为顺时针向、

Ⅰ象限为逆时针向 ,但是不难证明 , (21)式同时适用

于这两个象限 ,这就使得以下积分无需分东、西半椭

球进行。将 (21)式代入 (17)式可得 :

¦Ãe + a¦Ø2 = 2πG¦ÄE∫
π
2

0
cos¦×sin¦×d¦×∫

r
¡ä
0

0
¦Ä2 (¦× , r) d r

(22)

参照 (10)式可得 :

¦Ä赤 (¦× , r) =∫¦Ä2 (¦× , r) d r = (¦Êsin2¦× + cos2¦×) r +

asin2¦× (¦Ê - 1) ×[ cos¦×ln ( r2 - 2 arcos¦× + a2) +

cos2¦×
sin¦× arctan

r - acos¦×
asin¦× ] (23)

应用上式 ,则 (22)式变为 :

¦Ãe + a¦Ø2 = 2πG¦ÄE∫
¦Ð
2

0
cos¦×sin¦×·

[¦Ä赤 (¦× , r¡ä0) - ¦Ä赤 (¦× ,0) ] d¦× (24)

以上就是地球赤道重力纬向密度积分公式 ,式中 r¡ä0

由 (16)式给出。

5　求解待定常数

极点重力纬向密度积分公式和赤道重力纬向密

度积分公式中有 ¦ÄE和 ¦Ê两个未知数 ,由 (11)式和

(24)式消去 ¦ÄE可得 :

¦ÃP

¦Ãe + a¦Ø2 =
∫

¦Ð
2

0
cos¦×sin¦×[¦Ä极 (¦× , r0) - ¦Ä极 (¦× ,0) ] d¦×

∫
¦Ð
2

0
cos¦×sin¦×[¦Ä赤 (¦× , r¡ä0) - ¦Ä赤 (¦× ,0) ] d¦×

(25)

在上式中只有一个未知数 ¦Ê。常数 ¦ÃP = 983. 218

637、¦Ãe = 978. 032 726 (cm/ s2) , a = 637 813 700、b =

635 675 200 (cm) ,¦Ø= 7 292 115×10 - 11 (s - 1) , G = 6.

67×10 - 8 (cm3/ gs2) 、GM = 3 986 005 ×1014 (cm3/ s2) 。

用数值积分解算 (25)式可得 ¦Ê = 1. 007 935 35 ,将 ¦Ê

代入 (11)式可得 ¦ÄE = 5. 496 247、¦ÄP = ¦Ê¦ÄE = 5. 539

862 (g/ cm3) 。

于是 ,由 (18)式或 (1)式 ,最终得到的地球纬向

正常密度函数为 :

¦Ä(¦Õ) = 5. 496 247cos2¦Õ+ 5. 539 862sin2¦Õ (26)
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或

¦Ä( B) = 5. 496 2472cos2 B + 5. 539 8622sin2 B

(27)

式中 ¦Õ为椭球地心纬度 , B 为椭球地理纬度。数值

验算表明 ,以上两式差别不大。

6　讨论

莫里茨 (H. Moritz)认为 :“1980大地参考系统采

用等位椭球作为参照面 ,因此很自然地会提出这样

一个问题 ,即这一椭球所相应的物质分布构形。实

际上 ,水准椭球内任何合理的物质分布是不知道的 ,

但水准椭球的非均匀、非平衡的物质分布是一定存

在的。”[5 ]

虽然“水准椭球非均匀的物质分布是一定存在

的”,但水准椭球非均匀的物质分布在数学上并不是

唯一的。由哈密顿 ( Hamilton)原理可知 :若 T为系

统的动能 , S为系统的势能 ,则 L = T - S为系统的

拉格朗日 (Lagrange)函数 ,如果系统从时间 t1 到时

间 t2 ,相对系统的可能运动而言 ,系统“真实”运动的

作用积分∫
t
2

t
1

Ld t 具有极小值。所以 ,本文给出的

“地球纬向正常密度函数”只是水准椭球内部密度的

一种“可能分布”,为了了解这种可能分布的“真实

性”,下一步应该对与“地球纬向正常密度函数”相对

应的拉格朗日函数以及水准椭球的哈密顿问题进行

深入的研究。
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湖北省副省长王少阶视察中国地震局地震研究所
强调地震台网建设是防震减灾工作的基础

湖北省副省长王少阶一行 3人于 3月 15日来到中国地震局地震研究所检查防震减灾工作 ,认真听取了

防震减灾工作汇报。

中国地震局地震研究所所长李强在震情会商室通过多媒体演示系统 ,向王少阶副省长一行介绍了全国

和全省地震形势 ,汇报了全省“九五”期间防震减灾工作所取得的工作成绩以及全省“十五”防震减灾工作计

划 ,并就“十五”湖北省地震应急快速反应技术系统立项情况提出了意见和建议。

王少阶副省长听取汇报后强调指出 ,湖北省地震监测能力和技术水平与湖北省震情形势不相适应 ,要加

快地震台网与地震应急快速反应技术系统建设的步伐。地震工作涉及人民生命财产安全 ,地震部门是特殊

部门 ,工作特殊 ,责任重大。“十五”防震减灾要着重抓好三个方面的工作 :第一是要加强地震台建设 ;第二是

三峡和南水北调工程水库诱发地震监测预报工作要引起国家的高度重视 ,水库诱发地震监测系统争取在国

家立项 ;第三是湖北地震应急快速反应系统建设既要列入湖北“十五”计划 ,也要争取中国地震局的支持。

最后王少阶副省长反复强调地震台网建设是防震减灾工作的基础 ,指出了湖北省“十五”防震减灾立项

工作的重要性 ,他要求地震研究所加强与湖北省省政府各部门的沟通 ,围绕各级地震工作机构的设置、地震

事业经费的投入和地震台网的改造来开展立项工作 ,并借鉴外省局的成功经验 ,来做好湖北省“十五”期间地

震台网与地震应急快速反应技术系统建设项目的申报工作。

中国地震局地震研究所　王佩莲
2002年 3月 18日
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