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Abstract: T h is paper p robes in to m athem atical p ropert ies of the param eter ellip so id. Its resu lt show s that

under the restricted condit ion of bo th po in t gravity po ten tia l equality fo r po le and equato r, the boundary su r2
face w ith in the doub le layer ellip so id lim it lessly being tendency to the ellip so id su rface, the in terio r ellip so id

of the param eter ellip so id tends to M aclau rin ellip so id. T h is resu lt p roves m athem atical ex ist of the param e2
ter ellip so id, so that a p rogress to the gravita t ion p rob lem of doub le layer ellip so id is gained.
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摘　要: 对“参数椭球”的数学性质进行了初步研究, 在极点和赤道重力位相等的约束条件下,

当“双层椭球”内的界面无限趋向参数椭球表面时, 参数椭球的内椭球趋向麦克劳林椭球。这个

结果核实了参数椭球的数学存在, 对研究解决双层椭球的引力问题来说, 向前迈进了一步。
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1　前　言

球的引力问题在数学上很简单, 但椭球的引

力问题则比较复杂。牛顿 ( I. N ew ton)用了几个球

的比例方法, 仅仅只求出了匀质椭球上赤道与极

点的引力的比例。后来, 经过麦克劳林 (C.

M aclau rin )、雅可比 (K. G. J. Jacob i)、拉格朗日
(J. L. L agrange)、拉普拉斯 (P. S. L ap lace)、艾复

来 (J. Ivo ry) 和恰勒 (M. Chasles) 等人的研究, 匀

质椭球的引力问题最终得到了完备的解决[ 1 ]。

地球不是匀质椭球, 但基本上是一个“多层椭

球”。因此, 在匀质椭球的基础上, 研究多层椭球的

引力问题, 在地球重力学中有重要意义。如果能把

椭球各层的密度参数和界面深度参数作为变量引

入椭球, 就能够在椭球表面的重力与椭球内部的

密度和界面深度之间建立起严格的函数关系, 使

之成为采用地球表面的重力测量数据来研究地球

整体密度变化和界面深度变化的数学工具。1997

年, 笔者将“密度参数”和“界面深度参数”作为变

量引入“双层椭球”, 严格导出了双层椭球表面的

重力公式, 首次提出了“参数椭球”的概念[ 2 ]。按照

文献[2 ]的定义, 参数椭球是一种以密度参数和界
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面深度参数为自变量、以表面重力为因变量的“函

数椭球”。最近, 笔者等对“参数椭球”的地球物理

性质进行了研究, 在纬度±35°21′32″处发现了一

个有趣的特征点, 首次提出了“重力聚点”的概念,

给出了参数椭球的密度分布定理、物质流动定理

和重力聚点定理[ 3 ] , 提出了地核物质扰动的重力

效应在两极和赤道处最大、在“重力聚点”处最小

的观点。本文对参数椭球的数学性质进行初步研

究, 以探求参数椭球在数学上的存在性。

2　参数椭球表面的引力位

由图 1 可见, 参数椭球由内、外两个相似的旋

转椭球构成。a , b 分别为外椭球的长、短半轴, an ,

bn 分别为内椭球的长、短半轴, ∆e 为外密度参数,

∆i 为内密度参数, ∆e 和 ∆i 为不随纬度变化的常密

度参数。∆0 为平均密度, n 为界面深度参数。an=

na , bn = nb, 0< n< 1。由于参数椭球的总质量M

是不变的, 所以 ∆i, ∆e, n 有以下函数关系

∆in
3+ ∆e (1- n

3) = ∆0 (1)

基本符号: e
2 = (a

2 - b
2 ) öa

2 为第一偏心率,

e
′2= (a

2- b
2) öb

2 为第二偏心率,M 为质量, Ξ为角

速度, ∆0 = 3M ö4Πa
2
b 为平均密度, G 为万有引力

常数,B 为地理纬度。

图 1

F ig. 1

由物理大地测量学可知, 若 (x 0, y 0, z 0) 为匀

质椭球表面任意一点, 则匀质椭球表面点的引力

位为[ 4 ]

V 0= -
1
2 P 0 (x

2
0+ y

2
0) -

1
2 Q 0z

2
0+ K 0 (2)

式中

P 0= 2ΠG∆0
1+ e′2

e′3
(a rctan e′-

e′
1+ e′2

) (3)

Q 0= 4ΠG∆0
1+ e′2

e′3
(e′- a rctan e′) (4)

K 0= 2ΠG∆0
a2

e′arctan e′ (5)

对照式 (2)、式 (3)、式 (4)、式 (5) , 若 (x 0, y 0,

z 0) 为参数椭球表面任意一点, 则参数椭球表面点

的引力位为[ 2 ]

V = -
1
2 P (x

2
0+ y

2
0) -

1
2 Q z

2
0+ K (6)

式中

P = P 1- P 2+ P 3

Q = Q 1- Q 2+ Q 3

K = K 1- K 2+ K 3

P 1= 2ΠG∆e
1+ e′2

e′3
(a rctan e′- e′

1+ e′2
)

P 2= 2ΠG∆e
1+ e′2

e′3
(a rctan ec″-

ec″
1+ e″2c

)

P 3= 2ΠG∆i
1+ e′2

e′3
(a rctan ec″-

ec″
1+ e″2c

)

Q 1= 4ΠG∆e
1+ e′2

e′3
(e′- a rctan e′)

Q 2= 4ΠG∆e
1+ e′2

e′3
(ec″- a rctan ec″)

Q 3= 4ΠG∆i
1+ e′2

e′3
(ec″- a rctan ec″)

K 1= 2ΠG∆e
a2

e′arctan e′

K 2= 2ΠG∆e
a2

e′arctan ec″

K 3= 2ΠG∆i
a2

e′arctan ec′

所以

P = 2ΠG
1+ e′2

e′3
[ (∆i- ∆e) (a rctan ec″-

ec″
1+ e″2c

) +

∆e (a rctan e′-
e′

1+ e′2
) ] (7)

Q = 4ΠG
1+ e′2

e′3
[ (∆i- ∆e) (ec″- a rctan ec″) +

∆e (e′- a rctan e′) ] (8)

K = 2ΠG
a2

e′[ (∆i- ∆e) a rctan ec″+ ∆earctan e′] (9)

式中

ec″=
nbe′
n2b2+ c

, ea″=
nbe′

n2b2+ ca

, eb″=
nbe′

n2b2+ cb

(10)

c =
1
2

[ (n2a2+ n2b2- Θ2) 2+ 4n2a2b2 (1- n2) -

(n
2
a

2+ nb
2- Θ2) ] (11)

ca =
1
2

[ (n2a2+ n2b2- a2) 2+ 4n2a2b2 (1- n2) -
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(n
2
a

2+ nb
2- a

2) ] (12)

cb =
1
2

[ (n2a2+ n2b2- b2) 2+ 4n2a2b2 (1- n2) -

(n
2
a

2+ nb
2- b

2) ] (13)

在式 (11)中, Θ为向径

　　Θ= [ (a
4co s2

B + b
4 sin2

B ) ö(a
2co s2

B +

b
2 sin2

B ) ]1ö2

3　参数椭球极点和赤道的重力等位
条件
在极点, x 0= y 0 = 0, z 0 = b。由于极点处的离

心力位为零, 所以由式 (6)可知参数椭球的极点重

力位U P 为

U P = V P = -
1
2 Q P b

2+ K P (14)

在赤道, x
2
0+ y

2
0= a

2, z 0= 0。由于赤道处的离

心力位为 Ξ2
a

2ö2, 所以由式 (6)可知参数椭球的赤

道重力位U E 为

　U E = V E +
1
2 Ξ2

a
2= -

1
2

(P E - Ξ2) a
2+ K E (15)

于是, 参数椭球极点和赤道的重力等位条件

为

　-
1
2

(P E - Ξ2) a
2+ K E = -

1
2 Q P b

2+ K P (16)

由式 (7)、式 (8)、式 (9)和式 (10) , 可知式 (16)

中

P E = 2ΠG
1+ e′2

e′3
[ (∆i- ∆e) (a rctan ea″-

ea″
1+ e″2a

) +

∆e (a rctan e′-
e′

1+ e′2
) ] (17)

Q P = 4ΠG
1+ e′2

e′3
[ (∆i- ∆e) (eb″- a rctan eb″) +

∆e (e′- a rctan e′) ] (18)

K E = 2ΠG
a2

e′[ (∆i- ∆e )a rctan ea″+ ∆earctan e′] (19)

K P = 2ΠG
a2

e′[ (∆i- ∆e )a rctan eb″+ ∆earctan e′] (20)

将式 (17)和式 (18)中的符号进行简化得

E″= arctan e′- e′
1+ e′2

E a″= arctan ea″-
ea″

1+ e″2a

(21)

E′= e′- a rctan e′

E b′= eb″- a rctan eb″
(22)

将式 (21)和式 (22)代入式 (17)和式 (18)得

P E = 2ΠG
1+ e′2

e′3
[ (∆i- ∆e) E a″+ ∆eE″] (23)

Q P = 4ΠG
1+ e′2

e′3
[ (∆i- ∆e) E b+ ∆eE′] (24)

将式 (19)、式 (20)和式 (23)、式 (24)代入式 (16)可

得

a2

e′[ (∆i- ∆e) a rctan ea″+ ∆earctan e′]-
a2

2
1+ e′2

e′3
×

　[ (∆i- ∆e) E a″+ ∆eE″]+
Ξ2a2

4ΠG
=

a2

e′[ (∆i- ∆e) a rctan eb″+ ∆earctan e′]- b
2 1+ e′2

e′3
×

　[ (∆i- ∆e) E b′+ ∆eE′] (25)

将式 (1)代入式 (25)消去外密度参数 ∆e, 经整理后

可得 ∆u
i = ∆u

i (n) , 上标 u 表示内密度参数 ∆i 与界面

深度参数 n 的函数关系, 满足极点和赤道的重力

等位条件式 (16) , 即

∆u
i (n) =

∆0

n3 + (1-
1
n3 )

∆0 [2 (arctan ea″- a rctan eb″) -
E a″
e2 +

2E b′
e′2

]+
Ξ2e′n3

2ΠG

2 (arctan ea″- a rctan eb″) -
E a″
e2 +

2E b′
e′2

+ n3 (E″
e2 -

2E′
e′2

)
(26)

4　极点与赤道重力等位条件下的界
面扩张
当 n→1 时, 参数椭球内的界面趋向参数椭球

表面, 我们称之为参数椭球的“界面扩张”。由式

(1) 可见, 如不附加任何约束条件, 当 n= 1 时, 参

数椭球的内密度参数 ∆i 退化成平均密度 ∆0, 参数

椭球退化成匀质椭球。若将式 (1)与式 (16)合并成

式 (26) , 这就给参数椭球的“界面扩张”附加上了

“极点和赤道的重力等位条件”。在“极点和赤道的

重力等位条件”约束下, 当参数椭球内的界面无限

趋向参数椭球表面时, 参数椭球的内密度参数

∆u
i (n→1)。

将式 (26)中的符号进行简化, 令

A (n) =
n3- 1

2 (arctan ea″- a rctan eb″) -
E a″
e2 +

2E b′
e′2

+ n3 (E″
e2 -

2E′
e′2

)
(27)

则式 (26)可改写为
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∆u
i (n) =

∆0

n3 +
A (n)

n3 {∆0 [2 (arctan ea″- a rctan eb″) -
E a″
e2 +

2E b′
e′2

]+
Ξ2e′n3

2ΠG
} (28)

令: n→1, 则式 (28)变为

∆u
i (n→1) = ∆0 + {∆0 [ 2 (arctan ea″- a rctan eb″) -

E a″
e2 +

2E b′
e′2

]+
Ξ2e′
2ΠG

}A (n→1) (29)

由式 (10)、式 (12)、式 (13)、式 (21)和式 (22)可知,

当 n= 1 时

ea″= eb″= e′, ca= cb= 0, E a″= E″, E b′= E′(30)

将式 (30)代入式 (29)得

∆u
i (n→1) = ∆0+ [∆0 (2E′

e′2
-

E″
e2 ) +

Ξ2e′
2ΠG

]A (n→1)

(31)

考察式 (27)可知

A (n→1) =
0
0

对式 (27)采用“罗贝塔法则”求极限

A (n→1) = 3n
2 [2 (

dea″
dn

1+ e″2a
-

deb″
dn

1+ e″2b
) -

dE a″
dn
e2 +

2
dE b″
dn

e′2
+ 3n

2 (E″
e2 -

2E′
e′2

) ]- 1 (32)

由式 (10)和式 (12)可得

dea″
dn

=
nb2e′2

2ea″

2ca- n
dca

dn
(n2b2+ ca) 2

dca

dn
=

1
2

[
dB a

dn
- 2n (a2+ b2) ]

(33)

式中

B a= 】(n
2
a

2+ n
2
b

2- a
2) 2+ 4n

2
a

2
b

2 (1- n
2)〈

dB a

dn
n= 1

=

　4n (a2+ b2) (n2a2+ n2b2- a2) + 8na2b2 (1- 2n2)
2】(n2a2+ n2b2- a2) 2+ 4n2a2b2 (1- n2)〈

n= 1

=

　2b
2- 2a

2

将上式代入式 (33)得

dca

dn
n= 1

= - 2a2

dea″
dn

n= 1

= e′(1+ e′2)

(34)

由式 (10)和式 (13)可得

deb″
dn

=
nb2e′2

2eb″

2cb- n
dcb

dn
(n2b2+ cb) 2 ,

dcb

dn
=

1
2

[
dB b

dn
- 2n (a

2+ b
2) ] (35)

式中

B b= 】(n
2
a

2+ n
2
b

2- b
2) 2+ 4n

2
a

2
b

2 (1- n
2)〈

dB b

dn
n= 1

=

　4n (a2+ b2) (n2a2+ n2b2- b2) + 8na2b2 (1- 2n2)
2】(n2a2+ n2b2- b2) 2+ 4n2a2b2 (1- n2)〈

n= 1

=

　2a
2- 2b

2

将上式代入式 (35)得

dcb

dn
n= 1

= - 2b2

deb″
dn

n= 1

= e′

(36)

由式 (21)和式 (34)可得

dE a″
dn

= [
1

1+ e″2a
-

1- e″2a
(1+ e″2a ) 2 ]

dea″
dn

dE a″
dn

n= 1

=
2e′3

1+ e′2

(37)

由式 (22)和式 (36)可得

dE b′
dn

= (1-
1

1+ e″2b
)

deb″
dn

dE b′
dn

n= 1

=
e′3

1+ e′2

(38)

于是, 将式 (37)、式 (38)代入式 (32)并顾及式 (30)

得

A (n→1) = 3[
2e′3

1+ e′2
-

2e′3

e2 (1+ e′2) +
2e′3

e′2 (1+ e′2) +

3 (E″
e2 -

2E′
e′2

) ]- 1 (39)

即

　　A (n→1) = 3[
2e′3

1+ e′2
(1-

1
e2 +

1
e′2

) +

3 (E″
e2 -

2E′
e′2

) ]- 1 (40)

因为

1-
1
e2 +

1
e′2

= 0

所以

A (n→1) = (E″
e2 -

2E′
e′2

) - 1

将上式代入式 (31)得

∆u
i (n→1) =

Ξ2e′
2ΠG

A (n→1) (41)

因为
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e′2

e2 =
a2

b2 = 1+ e
′2

所以

A (n→1) =
e′2

(1+ e′2) E″- 2E′

将式 (21)和式 (22)代入上式得

A (n→1) =
e′2

(3+ e′2) a rctan e′- 3e′
(42)

将式 (42)代入式 (41)得

∆u
i (n→1) =

Ξ2e′3

2ΠG [ (3+ e′2) a rctan e′- 3e′]
(43)

5　参数椭球与麦克劳林椭球的数学
关系
由物理大地测量学可知, 麦克劳林椭球是“等

位匀质椭球”, 与普通匀质椭球不同的是, 麦克劳

林椭球表面为重力等位面。受等位条件的限制, 麦

克劳林椭球的质量M M 及麦克劳林椭球的密度 ∆M

与椭球的长、短半轴 a , b 和角速度 Ξ, 有以下函数

关系[ 5 ]

∆M =
3M M

4Πa2b
=

Ξ2ae′3

2ΠGb[ (3+ e′2) a rctan e′- 3e′]】1+ e′2〈

(44)

因为

】1+ e
′2〈=

a
b

所以

∆M =
Ξ2e′3

2ΠG [ (3+ e′2) a rctan e′- 3e′]
= ∆u

i (n→1)

由上可见, 在参数椭球的极点和赤道重力位

相等的约束条件下, 当双层椭球内的界面无限趋

向参数椭球表面时, 参数椭球的内密度趋向麦克

劳林椭球的密度。这个结果将参数椭球与麦克劳

林椭球紧密地联系在一起, 核实了参数椭球的数

学存在。对研究解决双层椭球的引力问题来说, 向

前迈进了一步。
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