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摘　要: 本文研究了“参数椭球”的地球重力学性质,在纬度 35°21′32″处,发现了地球的“重力

聚点”,给出了适用于地球的“密度分布定理”、“物质流动定理”和“重力聚点定理”;为研究地球

密度的整体变化,提供了有用的理论工具。
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1　前　言

研究地球的形状和密度,是地球重力学的两

项基本任务。应用重力资料研究地球形状的理论

与方法已得到充分发展,相比之下,应用重力资料

研究地球密度的理论与方法显得比较薄弱。椭球

的引力问题比较复杂。牛顿用了几个球体的比例

方法,仅仅只求出了匀质椭球上赤道与极点的引

力比例。后来,经过麦克劳令 (M aclau rin)、雅可比

( Jacob i)、拉 格 朗 日 (L agrange )、拉 普 拉 斯

(L ap lace)、艾复来 ( Ivo ry)及恰勒 (Chasles)等人

的研究,完备解决了匀质旋转椭球的引力问题[ 3 ]。

然而,地球并不是匀质的,但大体上是“分层”

的。所以,以“匀质旋转椭球”为基础、研究“分层旋

转椭球”的引力问题, 在地球重力学中有重要意

义。本文作者在文献[1 ]中推导了带密度参数和深

度参数的旋转椭球表面重力的封闭公式,首次提

出了一种“分层旋转椭球”——“参数椭球”的概
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念。在此基础上,本文深入研究了“参数椭球”的地

球重力学性质; 在纬度 35°21′32″处, 发现了地球

的“重力聚点”;给出了适用于地球的“密度分布定

理”、“物质流动定理”和“重力聚点定理”; 为研究

地球密度的整体变化,提供了有用的理论工具。

2　参数椭球表面的重力

由文献[ 1 ]可知,参数椭球由大、小两个相似

的旋转椭球构成。在球坐标下,它们的表面方程分

别为

Q2=
a2b2

a2co s2 H+ b2 sin2 H,　Q2
n=

a2
nb2

n

a2
nco s2 H+ b2

n sin2 H
式中 a、b和 an、bn 分别为大、小旋转椭球的长、短

半径, H为极距。由文献[1 ]可知

an= na , bn= nb, 0< n< 1

e′2n=
a2

n- b2
n

b2
n

=
a2- b2

b2 = e′2

由文献[ 1 ]和图 1 可知, Di 为参数椭球的“内

密度”, De为“外密度”。若 T n 为小椭球体积, T 为

大椭球体积,M 为参数椭球的总质量, D0 为参数

椭球的平均密度,则

T n= n
3
T , Din

3
T + DeT (1- n

3) = M

Din
3+ De (1- n

3) =
M
T

= D0=
3M

4Pa2b

得

Di=
1
n3 (D0- De) + De= Di (n , De) (1)

图 1

F ig. 1

因为参数椭球的总质量M 是不变的,所以参

数椭球有两个参数, n 为内密度与外密度分界面

的“深度参数”,参数椭球的外密度 De 为“密度参

数”,参数椭球的内密度 Di为 n 和 De 的函数。由文

献[1 ]可知,参数椭球表面重力公式为[ 1 ]

g =
(P - X2) 2a4co s2 B + Q 2b4 sin2 B

a2co s2 B + b2 sin2 B
=

g (B , n , De) (2)

式 (2)中

　P = 2Pf
1+ e′2

e′3
(D0- De)

n3 (a rctan ec″-
ec″

1+ e″2c
) +

De (a rctan e′- e′
1+ e′2

) (3)

　Q = 4Pf
1+ e′2

e′3
[

(D0- De)
n3 (ec″- a rctan ec″) +

De (e′- a rctan e′) ] (4)

式 (3)、式 (4)中

c=
1
2

[ (n2a2+ n2b2- Q2) 2+ 4n2a2b2 (1- n2) ]-

　 (n2a2+ n2b2- Q2) ]

ec″=
nbe′
n2b2+ c

, Q2=
a4co s2 B + b4 sin2 B
a2co s2 B + b2 sin2 B

B 为纬度。

3　“密度分布定理”与“物质流动定
理”
由文献[2 ]可知,匀质椭球表面重力公式为[ 2 ]

g 0=
a2g 2

e co s2 B + b2g 2
p sin2 B

a2co s2 B + b2 sin2 B
(5)

式 (5)中,匀质椭球赤道重力 g e 和极点重力 g p 的

公式为

g e=
fM
ab

[
3

2e′2
(1+ e′2

e′ arctan e′- 1) - m ]

m =
X2a2b
fM

(6)

g p =
fM
a2

3 (1+ e′2)
e′2

(1-
arctan e′

e′
) (7)

由物理大地测量学可知,水准椭球表面重力

的索米里安公式为[ 4 ]

C0=
aCeco s2 B + bCp sin2 B

a2co s2 B + b2 sin2 B
(8)

式 (8)中,水准椭球赤道重力 Ce 与极点重力 Cp 的

公式为

Ce=
fM
ab

{1+ m
6 (e′- a rctan e′) - 2e′3

3[ (3+ e′2) a rctan e′- 3e′]
} (9)

Cp =
fM
a2 {1+ m

6 (1+ e′) (e′- a rctan e′) - 2e′3

3[ (3+ e′2) a rctan e′- 3e′]
}

(10)

1980大地参考系统的 4个基本常数为

a= 637 813 700 (cm ) , b= 635 675 200 (cm )

fM = 3 986 005×1014 (cm 3ös2) ,

X= 7 292 115×10- 11 (s- 1)

将以上常数代入式 (6)、式 (7)、式 (9)、式 (10)

可算得匀质椭球与水准椭球的赤道重力、极点重

力分别为
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g e= 978. 412 041 (cm ös2)

g p = 982. 462 550 (cm ös2)

Ce= 978. 032 726 (cm ös2)

Cp = 983. 218 637 (cm ös2)　　　　　

(11)

而参数椭球的平均密度则为

D0=
3M

4Pa2b2 = 5. 516968 (göcm 3)

式 (2)、式 (5)、式 (8)是参数椭球、匀质椭球、

水准椭球的表面重力公式。由参数椭球的定义可

知,当 n= 1、0或 De= D0 时,参数椭球退化为匀质

椭球;也就是说,匀质椭球是参数椭球的特例。注

意,“密度参数”De 的量纲为 (göcm 3) ,“深度参数”

n 为无量纲参数。

由式 (11)得匀质椭球与水准椭球的重力扁率

分别为

Bg =
g p - g e

g e
= 4. 41×10- 3

BC=
Cp - Ce

Ce
= 5. 30×10- 3　　　　　

(12)

分别令B = 0°, B = 90°,由式 (2)可得参数椭

球的赤道重力、极点重力和重力扁率分别为

g参e = (P e- X) 2

g参p = Q p b

B参g =
g参p - g参e

g参e
=

Q p b- (p e- X) 2

(P e- X) 2 　　　
(13)

由式 (3)、式 (4)可得式 (13)中

P e= 2Pf
1+ e′2

e′3n3 [ (D0- De) (a rctan ea″-
ea″

1+ e″2a
) +

　　n3De (a rctan e′- e′
1+ e′2

) ]

ca=
1
2

[ (n2a2+ n2b2- a2) 2+ 4n2a2b2 (1- n2) -

　　 (n2a2+ n2b2- a2) ]

ea″=
nbe′

n2b2+ ca

(14)

Q p = 4Pf
1+ e′2

e′3n3 [ (D0- De) (eb″- a rctan eb″) +

　　n3De (e′- a rctan e′) ]

cb=
1
2

[ (n2a2+ n2b2- b2) 2+ 4n2a2b2 (1- n2) -

　　 (n2a2+ n2b2- b2) ]

eb″=
nbe′

n2b2+ cb

(15)

将数值不同的深度参数 n 和密度参数 De 以

及 1980 大地参考系统的 4 个基本常数代入式

(13)、式 (14)、式 (15) ,便可算得参数椭球的重力

扁率 B参g (如图 2所示)。

图 2

F ig. 2

由图 2可见,当密度参数 De 大于平均密度 D0

时,参数椭球的重力扁率 B参g 小于匀质椭球的重
力扁率 Bg; 当密度参数 De 大于平均密度 D0 时,参

数椭球的重力扁率 B参g 大于匀质椭球的重力扁率
Bg。又因总质量M 是不变的,故由式 (1)可知,当

外密度 De 大于平均密度 D0 时,内密度 Di 小于平

均密度 D0; 当外密度 De 小于平均密度 D0 时,内密

度 Di大于平均密度 D0。由此我们得到分层旋转椭

球的“密度分布定理”。

密度分布定理: 当分层椭球的重力扁率大于

匀质椭球的重力扁率时,其内密度大于外密度;当

分层椭球的重力扁率小于匀质椭球的重力扁率

时,其内密度小于外密度。

为作图之便,选取深度参数分别为 n = 0. 1,

0. 2,⋯, 0. 8 (深度参数可取 0< n< 1的任意值) ,

实算结果为 n= 0. 1的重力扁率直线的斜率最大,

依次排列, n= 0. 8 的重力扁率直线的斜率最小。

因此,由图 2可见,参数椭球的重力扁率 B参g 与密
度参数 De 成反比,而反比的比率 (重力扁率直线

的斜率)又与深度参数 n 成反比。

由于参数椭球的密度参数 De 是参数椭球的

“外密度”,又由于密度参数 De 与重力扁率的反比

关系; 所以,当“外密度”增大时 (椭球的物质由内

向外流动) ,重力扁率减小;反之,当“外密度”减小

时 (椭球的物质由外向内流动) ,重力扁率增大。由

此我们得到分层旋转椭球的“物质流动定理”。

物质流动定理: 当分层椭球的物质由内向外

流动时,其重力扁率减小;当分层椭球的物质由外

向内流动时,其重力扁率增大。

由于参数椭球满足 1980大地参考系统四基
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本常数 (a , b, fM , X) ,又由于地球象参数椭球一样

是“分层”的;且由式 (11)可见,水准椭球的重力扁

率值被包含在图 2中的参数椭球重力扁率的值域

内;故可认为以上“密度分布定理”和“物质流动定

理”对地球也是适用的。

4　“重力聚点”与“重力聚点定理”

匀质椭球的表面重力可由式 (5)算得,水准椭

球的表面重力可由式 (8)算得;若选取数值不同的

深度参数与密度参数 (n , De) ,便可由式 (2)算得参

数椭球族的表面重力。

为了与图 2 中选取的参数相对应,选取深度

参数与密度参数 (n , De)分别为 (0. 1, 1. 0) , (0. 1,

2. 0) ,⋯, (0. 8, 8. 0) ,代入式 (2)进行计算。实算结

果为 (n , De) = (0. 1, 1. 0)的参数椭球的重力扁率

最大,依次排列, (n , De) = (0. 8, 8. 0)的参数椭球

的重力扁率最小。以上参数的参数椭球的表面重

力与匀质椭球的表面重力 g 0 和水准椭球的表面

重力 C0 的纬度分布由图 3所示。

图 3

F ig. 3

由图 3 可见,不同参数的参数椭球表面重力

的曲线、匀质椭球表面重力 g 0 的曲线、水准椭球

表面重力 C0 的曲线,在一个特殊的纬度值上“几

乎相聚”(并非“完全相交”)于一点,故我们将这一

点称为参数椭球 (因为匀质椭球与不同参数的参

数椭球均满足 1980大地参考系统的四个基本常

数,所以匀质椭球是参数椭球的一个特例)与水准

椭球的“重力聚点”。

不同参数的参数椭球 (含匀质椭球)的表面重

力与水准椭球的表面重力在“重力聚点”处相聚在

一起,由此我们定义:匀质椭球 (参数椭球的特例)

表面重力曲线和水准椭球表面重力曲线的“交

点”,就是参数椭球与水准椭球的“重力聚点”。

由式 (5)和式 (8)可算出重力聚点的纬度

B 聚。令: g 0= C0

得

】a2
g

2
e co s2

B 聚+ b
2
g

2
p sin2

B 聚〈= aCeco s2
B 聚+ bCp sin2

B 聚

将式 (11)代入上式可得

B 聚= ±35°21′32. 544″ (16)

将 B 聚 代入式 (5)和式 (8) ,可算出重力聚点的理

论重力值为

C聚= g聚= 979. 764 331 (cm ös2)

为作图之便, 我们在图 3 中选取的参数 (n ,

De)是有限的,但并不是特定的。实际上,重力聚点

的存在,对于参数椭球不同参数的选取范围来说

是相当“宽松”的。也就是说,在较大范围内,不同

参数的参数椭球在重力聚点的重力值,均与重力

聚点的理论重力值相差不大 (参见表 1)。
表 1　重力聚点理论重力差值表

Tab. 1　The d ifference of grav ity

10- 3cm ös2

nDe
0. 1 0. 2 0. 3 0. 4 0. 5

1. 0 - 5. 019 - 4. 757 - 4. 290 - 3. 679 - 2. 963

2. 0 - 4. 109 - 3. 893 - 3. 510 - 3. 009 - 2. 423

3. 0 - 3. 085 - 2. 921 - 2. 634 - 2. 257 - 1. 817

4. 0 - 1. 946 - 1. 842 - 1. 661 - 1. 423 - 1. 145

5. 0 - 0. 693 - 0. 656 - 0. 591 - 0. 506 - 0. 407

D0 0. 000 0. 000 0. 000 0. 000 0. 000

6. 0 0. 675 0. 638 0. 575 0. 493 0. 396

7. 0 2. 156 2. 040 1. 838 1. 574 1. 265

8. 0 3. 752 3. 549 3. 198 2. 738 2. 199

9. 0 5. 462 5. 165 4. 654 3. 983 3. 199

nDe
0. 6 0. 7 0. 8 0. 9 1. 0

1. 0 - 2. 168 - 1. 402 - 0. 705 - 0. 228 0. 000

2. 0 - 1. 772 - 1. 145 - 0. 576 - 0. 185 0. 000

3. 0 - 1. 329 - 0. 858 - 0. 431 - 0. 138 0. 000

4. 0 - 0. 837 - 0. 540 - 0. 271 - 0. 086 0. 000

5. 0 - 0. 298 - 0. 192 - 0. 096 - 0. 030 0. 000

D0 0. 000 0. 000 0. 000 0. 000 0. 000

6. 0 0. 290 0. 187 0. 094 0. 029 0. 000

7. 0 0. 925 0. 596 0. 299 0. 094 0. 000

8. 0 1. 607 1. 035 0. 519 0. 162 0. 000

9. 0 2. 338 1. 504 0. 755 0. 234 0. 000

　　由图 3和表 1可见,密度参数 De 和深度参数

n 的变化所引起的重力变化,在重力聚点两侧方

向相反,但在重力聚点处影响不大;再参照本文第

3 节“物质流动定理”,我们得到水准椭球的“重力

聚点定理”。

重力聚点定理: 水准椭球表面重力和匀质椭

球表面重力的曲线的交点,称为重力聚点。当水准

椭球的密度分布发生整体变化时,其重力效应在
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重力聚点处基本为零,但在重力聚点两侧方向相

反,并在极点和赤道分别取得两相反方向的最大

值。当物质由内向外流动时,极点的重力减小而赤

道的重力增大;当物质由外向内流动时,极点的重

力增大而赤道的重力减小。

由于水准椭球与地球具有特殊关系,故可认

为水准椭球的“重力聚点”与“重力聚点定理”,对

地球也是适用的。

5　讨　论

由式 (16)可知,重力聚点在地球上并不只是

一个点,而是南、北半球相对称的两个纬度圈,在

这两个纬度圈上的点都是重力聚点。由重力聚点

定理可知,极点和赤道是重力测量监测全球密度

整体变化的理想场所,而这种监测在地球的重力

聚点附近是不起作用的,所以,应该采用高精度的

重力仪在地球的极点和赤道进行同时监测。

就像极点和赤道一样,重力聚点是地球上的

特征点,重力聚点定理给出了重力聚点的地球重

力学含义,而重力聚点的地球物理学含义和地质

学含义则有待深入研究。例如,大陆地震中的 7级

以上强震集中发生在北纬 20°至 50°之间的地带,

横贯亚欧和北美大陆[ 5 ] ,而重力聚点“恰好”处在

强地震带的正中间,这难道是巧合吗?

本研究得到张赤军研究员和吴蓉元教授的帮

助与指导,在此表示衷心感谢!
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